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Capitulo 6

Receptores Otimos e Modulacao Digital
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1. Receptores Otimos para Comunicacgio de Dados
Projeto de receptores: sinal fraco somado ao ruido aditivo.

Propdsito da deteccao: estabelecer a presenga ou a auséncia de um sinal em

ruido.
Sistema de deteccao: filtro de pré-deteccao + dispositivo de decisao.

Quando o ruido aditivo € branco (densidade espectral de poténcia constante) a

solugao o6tima para o filtro de pré-deteccao € um filtro casado.

/Filtro casado: I

<> sua caracterizacao € casada com o sinal componente da onda recebida.

<> maximiza a razao sinal/ruido de saida.

o J
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2. Formulacao do problema do receptor 6timo

Receptor
s(t) Q X(?) linear
ou > > _
0 Volts Invil(ralranr;)tg no

w(?)

DECOM-FEEC-UNICAMP

saida

w(t) = ruido gaussiano branco com meédia zero e densidade espectral de

poténcia = N,/2.

Uma amostra retirada do processo gaussiano possui uma distribuicao de

probabilidade gaussiana para sua amplitude.

Desejamos estimar se temos na entrada do receptor so6 ruido ou ruido + sinal:

x(£)=w(t) ou x(¢)=s(t) + w(?)
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Se o sinal s(¢) esta presente em x(¢), a saida do receptor linear invariante no
tempo, em algum instante de tempo arbitrario ¢+ = T, sera consideravelmente

maior que se s(7) estiver ausente.

Meétodos de resolucao do problema de otimizacao:

Para ruido gaussiano aditivo branco (AWGN):

receptor filtro casado < receptor de correlagao
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3. Maximizacao da razao sinal/ruido de saida

Filtro i lante
x(1) = 5(0) + (@) P y(0) = sy0) + (1)

\ 4

h(t) <> H(f)

s,(f) = componente do sinal s(z) na saida do filtro.

ny(t) = componente do ruido branco w(¢) na saida do filtro.

Como o filtro é linear, podemos utilizar o principio da sobreposicédo e analisar o

sinal e o ruido na saida do filtro separadamente.
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Seja s(t) < S(f), entao, a transformada de Fourier de s,(¢) € dada por:
Solf) = H(HS()
logo,
slo)= S5 )exols2am)ar = (1) (exo( 2 )
Efeito do ruido w(¢) na saida do filtro:

Densidade espectral de poténcia do ruido de saida n(1):

Poténcia média do ruido n,(¢) de saida :

(1) ar

m=J S () =22
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Um modo simples de descrever a exigéncia de que a saida do filtro deva ser
consideravelmente maior quando o sinal s(7) esta presente do que na sua
auséncia, € fazer com que, no tempo ¢ = 7, o filtro faca a poténcia instantanea
do sinal de saida s,(7) o maior possivel em comparagao com a poténcia média

do ruido de saida n(7).

Isto é equivalente a maximizar a razao sinal/ruido de saida definida por:

o ()s(r)esol2rm)ar|

N (=
> )

H(r) o
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Problema:

Para S(f) fixo, qual € a H(f) do filtro que maximiza a a razao sinal/ruido de

saida (SNR),?

) | (r)s(r)ese(iaar)ar|

(SNR ~
.

(oo

Solucao:

Desigualdade de Schwarz!
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Desigualdade de Schwarz:

Dada duas fungbes complexas ¢,(x) e ¢,(x), tais que

Sl (x)
J_J:(x)

Entao, temos

dx < o0

dx < o

J_0(x)0 (x)

2
o0
=J
—o0

defj;

9 (x)

¢,(x)

2
dx

onde a igualdade so vale se

¢ (x)

ke, (x)

k = constante.

DECOM-FEEC-UNICAMP
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Aplicacao da desigualdade de Schwarz:
Funcao complexa da frequéncia:
H(H)S(Hexp(2nfT) = H(f) x S(flexp(j2nfT).

Desigualdade de Schwarz para integrais de funcdes complexas:

L [ ar

S H(7)8(1)exp(j2m/T)drf

onde

S(f )exp(j2/T)| =3 ()
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A desigualdade de Schwarz possui a igualdade satisfeita se e somente se H(f)

for o complexo conjugado de S(f)exp(j2nfT), a menos de um fator de escala.

Entao,

(/)

[ (r)s(r)essl 2amyar] = (s ar )

se e somente se

1, (1)=5 (1 )oso (527}

onde S*(f) € o complexo conjugado de S(f).
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Filtro Casado

Usando a desigualdade de Schwarz na equacao de razao sinal/ruido de saida

temos:
(SNR) = ()7 )ewl2T)df ‘ f Wf /. ‘S df
| %f_w () ar N s
ou seja,

(SNR)O <

2 [Js()f @
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Entado, a razao sinal/ruido de saida sera maxima quando H(f) for tal que:

s(rf ar

.
(SNR), = Vof .

Esta condicao € satisfeita quando H(f) assume seu valor 6timo:

1, ()= (1 )ewp(-s2m)

Este filtro € denominado de filtro casado.

Resposta ao impulso do filtro casado:
ho ()= s f)exp[- j2mf(T- t)]df

Para um sinal s(7) real, temos S*(f) = S(-f), entao

b ()= 7 S(- ool 2 (=) ar =71
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h,, (t) = S(T—t)
Note que na obtencao do resultado acima, a unica consideracao feita foi de

que o ruido w(¢) era branco com média zero e densidade espectral de poténcia

igual a V,/2.
Receptor 6timo:

Amostra em
t=T

Filtro Dispositivo Sey(T)>A = s(¢) presente
Casado

de

Deciséao Caso contrario = s(¢) ausente

Limiar A
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Para o filtro casado ser realizavel na pratica ele tem que ser causal, isto é:

S(T - t) t=0

b, ()=
0 t<0

Se todo o sinal de entrada s(r) deve contribuir para a componente de sinal de

saida s,(7), devemos ter:
s(t)=0 t>T

Esta relacao diz que: todo o sinal s(r) deve ter entrado no filtro até o tempo r=T
no qual é desejado se obter uma amostra com a maxima razao sinal/ruido de

saida.

Para h,,(1) possuir dimensao correta, o termo s(7 — 7) deve ser multiplicado por
um fator de escala &, que faz com que a resposta ao impulso do filtro casado
assuma uma dimensao que € a reciproca do tempo. Assim, H, (f) se torna

adimensional.
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3. Propriedades dos filtros casados

Resposta ao impulso do filtro casado: 4, (z‘) = s(T—t)

Fung&o de transferéncia: H,, (f) =S (f)exp(—jZ:rfT)

A S(t) A hopt(t)

DECOM-FEEC-UNICAMP

v
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Propriedade 1: O espectro do sinal de saida de um filtro casado ao sinal de
entrada é, exceto por um fator de atraso no tempo, proporcional

a densidade espectral de energia do sinal de entrada.

Seja S,(f) a transformada de Fourier da saida do filtro s(¢), entao

S,(f)=Ho (£)S(/)
=S*(f)S(f exp(—j2ath)

|
(7 eso(-s2mm)

Note que |S(f)|> € a densidade espectral de energia de s(1).
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Exemplo: Filtro casado para um pulso retangular

Pulso retangular: 4 5(7)

A O<t=<T

S(t) =

0 fora

v

Por conveniéncia assumimos que 0 pulso s(f) possui area unitaria: AT = 1.

Entao,

S(f)=sinc(fT)exp(—j:ro)

Resposta ao impulso do filtro casado € também um pulso retangular:

(1) =

A O<t=<T
0 fora
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DECOM-FEEC-UNICAMP

A funcgao de transferéncia deste filtro casado € (assumindo A7 = 1):

Hopt(f) = sinc(fT)exp(—jnfT)

A transformada de Fourier da saida do filtro casado € portanto:

S,(/)=H,.(1)S(/)
=sinc(fT)exp(—jnfT)°sinc(fT)exp(—jthT)
=sinc2(fT)exp(—j2thT)

O fator sinc’(fT) € a densidade espectral de energia do pulso retangular s(7),

para area igual a unidade. Entao, S,(f) esta de acordo com a propriedade 1.
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Propriedade 2: O sinal de saida do filtro casado € proporcional a uma versao
deslocada da funcio de autocorrelagdo do sinal de entrada

para o qual o filtro é casado.
So(f)=sinc2(fT)exp(—j27th)

Autocorrelagao de s(r) para uma diferenca de tempo 7: R (1) < S.(f)

Entao a saida do filtro casado fica:

s () =R (- T
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Exemplo: Filtro casado para um pulso retangular

0 A (1)

»
»

»
»

T t T t
Fazendo a convolucao de s(r) com h,,(1) encontramos que a saida do filtro

casado s5,(¢) € dada por (47 = 1):

ﬂ O<t=<T f 5o
- <
A
t

s t)=2A42-— T<t<2T
)-{42-1]

0 fora .

T 2T
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A So(t)

v

T 2T t

A forma de onda acima € a funcao de autocorrelacao de s(¢r) deslocada de T

segundos.

Note que a saida do filtro casado s (f) assume seu valor maximo em ¢ =T.
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Exemplo: Par de filtros casados

pulso curto Filtro com ) ) (1)
de entrada s W v
Respo§ta -
Impulsiva
s(?)
w(?)

Suponha s(r) com duracado de 0 a 7, com a aparéncia e o carater de uma funcao
amostra de um processo aleatério com densidade espectral de poténcia ampla,

tal que sua funcao de autocorrelacdo se aproxime da funcao delta.

TR (9
4 5.(f)

»
>

/ .

T

s(t) € gerado aplicando-se um pulso curto, no tempo 7 = 0, em um filtro linear

com resposta ao impulso s(7).
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O sinal de entrada do filtro tem componentes ocupando uma faixa muito ampla
de frequéncia, mas suas amplitudes e fases sdo tais que elas se adicionam

construtivamente somente ao redor do tempo ¢ = 0 e cancelam-se em outros

lugares.

Filtro gerador do sinal = codificador onde as componentes de amplitude e de
fase do sinal de entrada similares ao impulso sao codificadas de modo que a

saida aparenta com ruido, com duracao de 0 a 7, tal como:

A S(z)

s() é transmitido para o receptor via um canal ruidoso sem distorcao.



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP

Deseja-se: reconstruir na saida do receptor um sinal que se aproxime o0 mais

fielmente possivel de um sinal similar a um impulso.

x(8) = (1) + w(?)

: W)
: Filtro

Casado

Solucao 6tima quando o ruido AWGN esta presente = filtro casado!

filtro casado = decodificador, onde a componente util do sinal s(7) da entrada do
receptor € decodificada de modo que todas as componentes em frequéncia da
saida do filtro possuem fase zero em ¢ = T, e se adicionam construtivamente

para produzir um pulso grande de largura nao nula, como abaixo:

4 5(2)

v
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Na codificacdo do sinal similar ao impulso na entrada do transmissor,

espalhamos a energia do sinal sobre a duragao 7.

A extensao com que a saida do receptor s,() se aproxima do sinal similar ao
impulso original € simplesmente um reflexo de como a fung¢ao de autocorrelacao

do sinal transmitido s(7) se aproxima da funcao (7).

Filtros de geracao e de reconstrucdo = par de filtros casados

Aidéia de um par de filtros casados € basica para uma técnica de comunicacao
conhecida como modulacao por espalhamento espectral (Spread Spectrum

Modulation).
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Na modulacao por espalhamento espectral, o carater similar ao ruido do sinal

transmitido é produzido tendo uma sequéncia binaria de informag¢ado modulando

. uma sequéncia de espalhamento que atua como uma portadora.

A sequéncia de informacao é recobrada no receptor por meio de um filtro casado

a sequéncia de espalhamento empregada no transmissor.

Tipo popular de modulacao por espalhamento espectral:

* uma sequéncia de pseudo-ruido (PN) é usada como sequéncia de

espalhamento.

« cada bloco de pulsos que constitui um periodo de uma sequéncia PN é
multiplicado no transmissor por +1 ou —1, dependendo se o simbolo binario

da sequéncia de informag¢do € um 1 ou um 0.
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A funcao de autocorrelacao de uma sequéncia PN (sequéncia de comprimento
maximo) consiste de um trem periddico de pulsos curtos triangulares que tem a
aparéncia de um impulso: + RAD)

AZ

e T e

Entdo, a saida do filtro casado devido a sequéncia de informacao consiste de um
trem periddico de pulsos triangulares, com a polaridade de cada pulso sendo
determinada pela identidade de um simbolo binario correspondente da sequéncia

de informacao.

Por outro lado, um sinal de interferéncia (jamming), nao casado com a sequéncia

PN, é rejeitado pelo receptor com filtro casado.
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O nivel desta rejeicdo é determinado pela razao 7,/T., onde 7, € a duragéo de um
bit da sequéncia de informagao e 7. é a durag&o de um pulso basico (chip) de

uma sequéncia PN.
ganho de processamento = 7,/T. [dB].

Assim, dando uma valor grande para 7,/T. (da ordem de 1000), um enlace de

comunicacgao € estabelecido entre o transmissor e o receptor.

Os 1's e 0’ s da sequéncia de informacao original sdo detectados pela

amostragem da saida do filtro casado a cada 7, segundos:

» se a polaridade de uma amostra sob teste € positiva, a decisao é feita em

favor do simbolo 1,

e caso contrario, a decisdo é feita em favor do simbolo 0.
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Exemplo: Espalhamento espectral utilizando uma sequéncia PN de

comprimento N = 7:

Transmissao:

+1 (
, f I -

Sequéncia bindria na foma polar Sequéncia espalhada, taxa = NR, chip/s
taxa = R, bit/s
+1 ”

. Ui

Sequéncia PN, taxa = 7R, chip/s

v

v

v
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Sequéncia PN: +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1

* +1 na sequéncia de bits original sera transmitido como a sequéncia

de chips:
+1+1+1-1+1-1-1

* —1 na sequéncia de bits original sera transmitido como a sequéncia

de chips:
-1-1-1+1-1+1+1

Ou seja, isto € equivalente a cada bit de informagao ser multiplicado por uma

sequéncia PN de periodo igual a duracao de um bit.
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T N
Recepcao:
J t t
Sequéncia espalhada Sequéncia bindria recuperada
taxa = 7R, chip/s taxa = R, bit/s

t

Sequéncia PN, taxa = 7R, chip/s
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Filtro casado (correlador):

ay | a; | a, | a3 | a, | as
6‘5 ﬁg %D %Q %B %D B
)

— > Saida

Entrada dos chips

—»

v=+l.a,+ l.a,+ l.a,- l.a;+ l.a,- l.as-1.a4

Note que,

(apa,ayaya,asag)=(F1+1+1-1+1-1-1) => v=+7

(apa,ay,aya,asa,)=(G-1-1-1+1-1+1+1) == v=-7
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TN B

Minimizacao da interferéncia na recepc¢ao:

sinal interferente

na entrada do receptor\‘ 4 Sinal de informagao

Multiplicagdo pela recuperado

sequéncia de espalhamento /

sinal interferente

/ espalhado

»

sinal espalhado

na entrada do receptor ES—————
N\

< w

v

~
#1

~

A
S
v
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Propriedade 3: Arazao sinal/ruido de saida de um filtro casado depende
somente da razao da energia do sinal pela densidade
espectral de poténcia do ruido branco na entrada do filtro.

(SNR) “Is () ar

0,0pt

onde S(f) < (1)

Do teorema de energia de Rayleigh, a energia do sinal £ € dada por:

E=["s(t)dt={"

s(r) o

Entao,

2K
(SNR),.,., =

0
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Esta equacao mostra que a dependéncia da forma de onda de entrada s(¢) foi

completamente eliminada pelo filtro casado.

Na avaliacdo da habilidade de um filtro casado combater o ruido gaussiano
branco, temos que quaisquer sinais que possuam a mesma energia sao

igualmente eficazes.

Dimensao: E = Joule
Ny/2 = Watts/Hertz

2E/IN, = adimensional
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Propriedade 4: A operacao de filtragem casada pode ser separada em duas

condicoes de casamento:

» casamento espectral de fase que produz o pico de saida

desejado no tempo 7.

» casamento espectral de amplitude que maximiza a razao

sinal/ruido de saida no tempo T.

Na forma polar, o espectro do sinal s(7) pode ser expresso como:
S()=Is(f)jexo[70()]

onde |5(f)| € o espectro de amplitude e 6(f) € o espectro de fase.
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O filtro é dito casado em espectro de fase ao sinal s(¢) se a funcéo de

transferéncia do filtro for definida por:
H(1)=| (1 exe[-16(1)- 217
onde |H(f)| € real e ndo negativa.

A saida deste filtro € dada por:
(o) J7 11 ()31 )esol2a)ar

-J..

(s s foo[or (-1

T

Real nao negativo

O casamento do espectro de fase garante que todas as componentes da saida
do filtro se somarao construtivamente no instante de tempo ¢ = 7, fazendo com

gue a saida assuma seu valor maximo.
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Portanto, o valor maximo da saida é dado por:

s(0)=s(7)= ).

H(r)|s(r)ar

Para o casamento do espectro de amplitude, escolhe-se a resposta em

amplitude |H(f)| do filtro que maximize a razao sinal-ruido de saida no instante 7,

utilizando:

Sendo o resultado o filtro casado padrao.
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4. Aproximacoes no projeto do filtro casado

No projeto do filtro casado, temos que levar em consideragao dois aspectos

importantes:
* se o filtro é realizavel fisicamente,

» se o filtro é factivel praticamente.

Para um filtro casado operando em tempo real ser fisicamente realizavel =

resposta ao impulso = 0 para ¢ < 0.

Se o sinal s(7) dura de r= 0 até T, entao para o filtro casado ser realizavel basta

introduzir um atraso finito igual a 7' na resposta ao impulso do filtro.

Devemos, portanto, esperar 7' segundos para que a componente do sinal de

saida s(7) do filtro casado atinja seu valor de pico s,(7).
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Se, por acaso, o tempo 7 for muito longo, entdo, de modo a maximizar a razao
sinal/ruido de saida para algum instante de tempo = 7", onde 7"’ < T, devemos
(Hder=0aTl’.

usar parte da resposta ao impulso 6tima 7,

A razédo sinal/ruido medida em 1= 7’ é dada por:

2F'
(SNR), ===

0

’

E’ = parte da energia do sinal que foi recebida pelo filtro no tempo r=T

Neste caso, estamos utilizando uma aproximacao do filtro casado, onde a
precisao da aproximacao € determinada pela fracado de energia do sinal que &

recebida no tempo r=17".
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/Problema: )

Pode ser dificil construir um filtro com a funcao de transferéncia exatamente

igual ao complexo conjugado do espectro do sinal de entrada s(z).

- /

Assim, temos que fazer algum tipo de aproximacao para tornar a funcao de

transferéncia 4

/) realizavel.

Esta aproximacao resulta em perda de desempenho.
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Exemplo: Aproximacgdes para um filtro casado para um pulso retangular de
entrada

Pulso retangular:

»

 5(7)

v

Por conveniéncia: AT =1 .
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Estrutura 1: Filtro passa-baixas ideal com largura de faixa variavel

Funcao de transferéncia do filtro casado:
H (f) = sinc(fT)exp(—jnfT)
Resposta em amplitude de H, ,():

A |H0pt(f)|

v

| | |
3T 2T -UT 0 1T 2T 3T f
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Desejamos aproximar esta resposta em amplitude a um filtro passa-baixas ideal

com largura de faixa B, como dado abaixo:

+ |HY)

v

Ou seja, desejamos determinar qual valor de B que fornece a melhor

aproximacao para o filtro casado.



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP

O valor maximo do sinal de saida, produzido pelo filtro passa-baixas ideal em
resposta ao pulso retangular de largura 7' e amplitude 4, ocorre em ¢ = T7/2 para
BT << 1.

Valor maximo = %Si(nBT) Si(x)=f0x Senix)

dA

Poténcia média de ruido na saida do filtro passa-baixas ideal = BN,

Razao sinal/ruido maxima de saida do FPB:

2
24\ .
3 (;) Si*(7BT)
0 BN

0

(SNR)



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP

Razao sinal/ruido de saida de um filtro casado a um pulso retangular de

amplitude 4 e duracao T

(SNR) _ 2A*T
0 NO

Assumindo AT = 1, temos: (SNR), /(SNR), 4
filtro casado

- 0,8253>

7] FPB ideal
(SNR)O _ 2 Siz(nBT) il N
(SNR)O x*BT

Valor de pico ocorre para BT = 0,685, onde a razao sinal/ruido maxima do filtro

passa-baixas ideal esta a 0,84 dB abaixo da razao do filtro casado verdadeiro.

Portanto, o melhor valor para a largura de faixa de um FPB ideal € B = 0,685/T.
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Estrutura 2: Filtro RC passa-baixas com largura de faixa variavel

ANA—————

s(?) C = 5,0

Desejamos encontrar a melhor aproximacao do filtro casado para o pulso
retangular de amplitude 4 e duracéao 7.

Analise no dominio do tempo (mais facil):

Resposta do filtro ao pulso retangular:

ps(0) £ 50 0)

A so (1)

v

v
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Resposta do filtro casado ao pulso retangular:

A So(t)

v

T 2T

Resposta do filtro RC alcanca seu valor de pico no tempo = T e € dado por:

l—exp(—i)
RC

A largura de faixa de 3 dB do filtro € dada por: B = 1/(2nRC), entao,

S’(T)=A

0

5;(7)= A[1 - exp(—2JtBT)]

0
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Ruido branco de média zero e densidade espectral de poténcia = N,/2.

Funcao de transferéncia do filtro:

1+ j2m fRC 1+ji
B
Poténcia média do ruido na saida do filtro RC:
= N, aN_B
=2l (1) df——f _df = =0

Razao sinal/ruido de saida do filtro RC no tempo =T

247
(SNE), - N B

[1 — exp(—ZJtBT)]2

Assim, obtemos: )
SNR 1 2 2
(SNR;O _ e [l—exp(—ZnBT)] onde (SNR)O _ 24T

0 0

—_
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»

(SNR), /(SNR), |
filtro casado

1,0
0,825
) \

0,816~ = NPB ideal
_ N’B RC

v

| T T T
0,2 0,685 1,0 BT

A curva atinge o valor de pico de 0,816 em BT = 0,2. Arazéao sinal/ruido de saida

do filtro RC é 0,9 dB abaixo da do filtro casado real.

Filtro RC é pior que o passa-baixas ideal em apenas 0.06 dB = RC ¢ preferido!!
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5. Método Probabilistico
PCM com sinalizac&o on-off.
simbolo 1 = presenca de s()
simbolo 0 = auséncia de s(7)
A presenca de ruido na entrada do receptor causa dois tipos de erro:

1. Um erro que ocorre quando o simbolo 0 € transmitido e o receptor decide

pelo simbolo 1.

2. Um erro que ocorre quando o simbolo 1 € transmitido e o receptor decide

pelo simbolo 0.

Desejamos minimizar a probabilidade de erro media envolvendo estes dois tipos

de erros = procedimento de teste de hipoteses.
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Razao de Verossimilhanga (Likelihood Ratio):

Teste de hipoteses sobre o sinal recebido x(7):

Hipotese nula: Hy: x(t) = w(t) (sinal ausente)

Hipotese alternativa: H,: x(t) = s(t) + w(?) (sinal presente)

Problema: Observar o sinal recebido x(7) durante o intervalo de 0 a 7' segundos

e decidir qual das hipoteses acima é verdadeira.

Para ter uma descricao probabilistica do sinal continuo x(7), assumimos que m

amostras (amplitudes) de x(¢7) estao disponiveis e em seguida fazemos m — .
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No instante de tempo ¢, temos:
Hy.x, =w,
Hi:x =5 +tw,

onde x,, s, € w, referem-se aos valores das amostras de x(7), s(¢) € w(f) no instante
t,, respectivamente. (k=1,2, ..., m)

Definicdo: Vetor de observacao x m-por-1 que consiste dos valores das amostras
DD S

m"

X

L m ]

X = uma unica realizacao do sinal observado (medido) na entrada do receptor.
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Seja o vetor aleatdrio X o ensemble de todas as realizactes.

X € aleatorio devido ao ruido gaussiano branco aditivo presente na entrada do

receptor.

Seja f,(x) a funcao densidade de probabilidade condicional do vetor aleatério X

dado que , € verdadeira.

Seja f,(x) a funcao densidade de probabilidade condicional do vetor aleatério X

dado que /1, € verdadeira.

No problema de teste de hipdtese binario, sabemos que //, ou /1, € verdadeiro.
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Assim, assumindo que uma escolha deve ser feita cada vez que o experimento

€ realizado, apenas uma das quatro possibilidades podem ocorrer:

1. H, é verdadeira; escolhe-se /7 (escolha correta)
2. H, e verdadeira; escolhe-se (escolha incorreta)
3. H, e verdadeira; escolhe-se (escolha correta)
4. H, e verdadeira; escolhe-se /1 (escolha incorreta)

Para implementar a regra de decisao dividimos o espaco de observacao Z em

duas partes Z, e Z,.

Quando uma observagao cai em Z, escolnemos H, e quando a observagao cai

em Z, escolhemos H,.
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Probabilidades importantes:
1. Probabilidade condicional de recepgao correta:
fzifl.(x)dx i=0,1
onde a regiao de decisao Z. m-dimensional corresponde a hipotese H..
2. Probabilidade condicional de erro:
[, fi(x)dx i=0,1

onde Z, ¢ a regido de decisdo complementar de Z, , isto é&,
7=

Em sistemas de comunicacoes digitais = minimizar a probabilidade média de

erro.
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Seja p e ¢ as probabilidades a priori das hipoteses H, e H,, respectivamente.

p € g representam a informacao do observador sobre a fonte que gera o vetor

observacao x antes do experimento ser realizado.
Entdo, a probabilidade média de erro € dada por:

p=pf, 1(8)ax+af, £ (x)ax
Como o espaco total de observagao Z= 7, + Z,, temos:

P=pf,, fi(x)dx+qf, 1(x)dx
Note, entretanto, que a probabilidade de uma observacao cair no espaco total
de observacao Z € igual a 1, isto €, fzfo(x)dx =1. Entao,
P=p-pf, Hx)axeaf, 1(x)ax
-p+ f |04 (x) - 21, (x)Jax
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Portanto,

P =p+ [ |4 (x)- o x) ] ax

Todos os valores de x para os quais pf,(x) > ¢gf,(x) devem ser associados a 7,

pois eles contribuem com uma quantidade negativa na integral.

Todos os valores de x para os quais pf,(x) < gf,(x) devem ser associados a Z,

pois eles contribuem com uma quantidade positiva na integral.

Valores de x onde pf,(x) = ¢f,(x) ndo afetam a probabilidade média de erro P, e

podem ser associados a qualquer um dos espacos.
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Assim, definimos a regiao de decisdo como:
« Se gf,(x) > pf,(x) associamos x a Z, e escolhemos a hipotese H,.
« Caso contrario, associamos x a Z, e escolhemos a hipotese H,,.

Ou equivalentemente,

P
q

A razao de verossimilhanca € uma razao entre duas funcdes que sao variaveis

aleatorias, portanto ela também €& uma variavel aleatoéria, s6 que unidimensional.
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Assim temos:

A(X)

AV T

Este teste € denominado de critério de minima probabilidade de erro.

Forma equivalente de comparacao: razao log-verossimilhanca (log-likelihood

ratio):

Hl
InAX) 2 In—
H, q

Quando H, e H, sao equiprovaveis (p = ¢) o limiar de decis&do contra o qual a

razao de log-verossimilhanga é comparada € o zero.
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T T

Receptor 6timo de razao de log-verossimilhancga:

; " escolhe-se H, se ln[A(x)]>ln P
X Calculo da Razao NN Teoesiie q
veros;_i?ngil-hanga 4o Seekee p
escolhe-se H se ln[A(x)]<ln =
I q
limiar
In 7

q
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Receptor de Correlagao:

Vamos assumir momentaneamente que o ruido € gaussiano branco aditivo

(AWGN) limitado em faixa com densidade espectral de poténcia:

i A S
L f|<B
Sy(/)=1 2

0

‘f‘>B 5

-B B i

Se o sinal x(7) contendo este ruido &€ amostrado a cada 7, = 1/2B, as amostras
sao incorrelatas (descorrelacionadas) e como sao gaussianas, elas também

sao estatisticamente independentes.

No intervalo de 0 a 7, coletamos um total de m = 7/T, = 2BT amostras

estatisticamente independentes.
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As fungOes densidade de probabilidade conjunta f,(x) e f,(x) s&o, portanto, os
produtos das funcdes densidade de probabilidade das componentes individuais de

um vetor aleatorio X, assumindo que /, e H, sdo verdadeiras, respectivamente.

Para escrever f,(x) e f,(x) temos que ter a média e a variancia das variaveis

aleatorias X, k=1, 2, ..., m, que constituem o vetor X.

Como o ruido w(r) possui média zero, temos:
H,:mediade X, =0
H,: médiade X, =y,

onde s, € o valor do sinal s(z) no tempo ¢,.
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A variancia de X, € a mesma sob ambas hipdteses /, e H,,

onde ¥, é a variavel aleatoria obtida pela observacao do processo ruidoso

branco w(¢) limitado em faixa no instante z,.

A variancia é portanto aquela relativa a componente de ruido:

N
0’=NB=—2L
21

A variancia € igual a poténcia meédia de ruido (area sob a curva da densidade

espectral de poténcia do ruido).
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A fungao densidade de probabilidade condicional f(x) € dada por:

A0 =TTA(x)
onde f,(x,) € gaussiana:

Entao, temos:
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Substituindo as duas equacdes anteriores na expressao da razio log-

verossimilhanca:

Hl
InAX) 2 In—
HO
obtemos

ou de modo equivalente,

5[

m
2
i\ O

TAV I
5
—
< |

\NgE
|f4
o [ o

q
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Sabemos que 0% = N,B =N,/2T., entao,

w3r) 2 w2 B

9 0 k=l

AV T

A regra de decisdo acima é expressa em termos de m amostras uniformemente

espacadas do sinal x(¢7) recebido e de um sinal s(¢) conhecido.
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Para se obter uma regra de decisao correspondente em termos das funcoes
continuas x(z) e s(¢), fazemos 7, — 0 e m (e portanto B) — « de tal modo que o
intervalo de observacdo m7, permanece uma constante 7. No limite as
somatorias se tornam integrais e temos:
2 T @ p 1 pr,
sl - m(_)T [T (1)

Equivalentemente,

onde

A=%1n(§)+%fs2(t)dt

Note que a energia do sinal s(t) é E = fOTs2 (t)dt

Assim, o limiar A depende das probabilidades a priori p e ¢, da densidade

espectral de ruido N, e da energia do sinal E.
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Consideracoes de Implementacao

pode ser implementada pelo receptor de correlagao:

x(?) fT . Dispositivo escolhe-se H | se exceder A
0 de Decisao ;s
caso contrario, escolhe-se H,

s(?)

Este receptor faz a correlacdo do sinal recebido x(f) com uma réplica do sinal

conhecido s(7).
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Se a saida do correlador € maior que um limiar pré-determinado A, escolhemos

H,, caso contrario escolhemos H,,.

Substituindo a diferenca 7 — 7 por ¢ no lado esquerdo da expressao:

temos: fOTS(t)x(t)dt=—fT0s(T—7:)x(T—7:)dT=fOTS(T—T)x(T—T)dT
Mas, note que s(T' — 7) € a resposta ao impulso #,,(/) de um filtro linear

invariante no tempo casado a um sinal conhecido s(7). Portanto,

fOTs(t)x(t)dt = fOThopt(r)x(T—r)dr

O termo do lado direito € a saida de um filtro casado com resposta ao impulso

h,,(t) devido a uma entrada x(s) no tempo 7.

DECOM-FEEC-UNICAMP



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I

Assim, o filtro casado:

Amostra em
t =T

Filtro Dispositivo
Casado

de
Decisao

Limiar A

e o receptor de correlacao:

0, f " dt

0

s(?) I

A

DECOM-FEEC-UNICAMP

Se (T)> A = s(f) presente

Caso contrario = s(¢) ausente

) " escolhe-se H, se exceder A
Dispositivo 1
de Decisao
caso contrario, escolhe-se H,

sao equivalentes. Note, entretanto, que a saida do correlador e a saida do filtro

casado sao equivalentes somente no tempo 7.
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6. Probabilidade de Erro para o PCM binario

Sinal PCM transmitido por um canal ruidoso. Receptor:

x(7) ; Ol b ositivo escolhe-se H, se exceder A
. [ ar positivo TN
0 de Decisao L
caso contrario, escolhe-se H
s(0) |
Condicdes: 45
A
1. Modulacao on-off: simbolo 1 = A4 Volts .
0 T, t

simbolo 0 = 0 Volts
2. Os simbolos 0 e 1 s&o equiprovaveis (p = g).

3. O ruido de canal w(7) € gaussiano branco com média zero e densidade

espectral de poténcia igual a N,/2.
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12 Condicao:
Consideramos o erro que ocorre quando o simbolo 0 é enviado e o receptor

escolhe o simbolo 1.

Neste caso, a probabilidade de erro é igual a probabilidade da saida do
correlador exceder o limiar A devido a presenca do ruido, quando o simbolo 0 foi

transmitido.

N AT AT
_oqp| 2 +lfTbs2(t)dt=O+ b=__b
2 qg) 270 2 2

T, € a duragao de um bit .

AT, é a energia do sinal consumida na transmiss&o do simbolo 1.
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x(0)= w(?) . PO Dispositivo
— A o
Decisao

s(ty=A4

Saida do correlador:
T,
y=f0 S(t)x(t)dt
Sob a hipotese H,, correspondente a transmiss&o do simbolo 0, x(f) = w(¢) e a

saida do correlador é:

0

H - y=AfO%w(t)dt
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O ruido possui média = 0 = a saida do correlador também possui média = 0,

neste caso podemos definir a média condicional como sendo:

m, =E[Y‘HO]=ElAffW(t)thAff]L[Wf@]dﬁO

Y = variavel aleatoria na saida do correlador com y como valor de uma amostra.
W(t) = processo ruidoso branco com w(7) como sua funcido amostra.

A variancia condicional da saida do correlador dado que a hipotese H,

verdadeira é definida por:

07 = E[Y*|tt, )= E| £ [ (1) (1), e, |

Reordenando:

ol = E[Yz‘HO]= AZfOT”foqu[W(tl)W(tz)]dtl dt,

V

RW(tl_tZ)
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Entao,
ol =A["["R,(1,~1,)dr,dr,

R,(t, —1,) : funcdo de autocorrelacdo de ensemble do processo ruidoso branco (1).

Densidade espectral de poténcia de W(¢):

S, = Ny2.

Entao, a funcido de autocorrelacao € dada por:

RW(tl—tz)=%5(r—tl+t2)
Assim,

or=A["["R,(1,~1,)dtdt, -

A22No fOQfOTba(r—tl+t2)dtl dt, =%b‘f

Obs.: A saida do correlador possui distribuicao gaussiana, pois a sua entrada €

um ruido gaussiano branco.
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Portanto, sob a hipétese H, a saida do correlador € uma variavel aleatoria
gaussiana com média zero e variancia N 4%T,/2, com funcao densidade de

probabilidade condicionada a //, dada por:
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A probabilidade do receptor decidir pelo simbolo 1 € dada pela area sombreada
na figura abaixo. Esta area corresponde a saida y do correlador estar acima do

limiar A = 4°T,/2.

o)

0 A2T,/2 y

Probabilidade de erro condicional dado que o simbolo 0 foi enviado:

2

(" L __Y
Peo_fx fo(y)dy \/ﬂ_NO];AfAZTb/zeXp( NOTbA2)dy
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Fazendo uma mudanca de variavel:

temos:

Y

JN,T, 4

Z =

1 oo
Foo = \/; f JA4T, [4N, “Xp

(—zz)dz

DECOM-FEEC-UNICAMP

Esta equacao so pode ser calculada por métodos numéricos = fungao erro

complementar (tabulada):

Assim, temos:

erfc(u) = %f: exp(—zz)dz

P

e0

1 AT
= —erfc
4N
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a TS~
22 Condicao:

Considere que o simbolo 1 foi transmitido e que o receptor decidiu por 0, ou seja,
condicionado a hipdtese H,, a entrada do correlador consiste de um pulso

retangular de amplitude 4 e duragéo 7, mais ruido de canal w(?).

x(1)=s(t) + w(?) T W) Dispositivo
N [far —— iszo N
0 de Decisao

A

s(ty=A4

H, : y=AfO]1’[A+w(t)]dt
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A saida do correlador neste caso possui media condicional como sendo:

m, = E[Y|H,]= E[AfO%[A+W(t)]dt] = AT, + A[E[W()|dt = 4°T,

%/—/
0

Y = variavel aleatoria na saida do correlador com y como valor de uma amostra.

W(t) = processo ruidoso branco com w(f) como sua fungao amostra.

Entretanto, a variancia condicional da saida do correlador sob a hipotese H, é

idéntica a da hipotese H,, isto €, igual a.

2
2 _ N,T A4

O, 7

Além disso, a saida do correlador possui distribuicao gaussiana.
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Portanto, sob a hipotese H, a saida do correlador € uma variavel aleatoria
gaussiana com média igual a 4T, e variancia N,4°T,/2, com fungdo densidade

de probabilidade condicionada a /, dada por:

! (v-4T)
= exp| - .
J7N,T, 4 N,T, 4

(%)

Probabilidade de erro condicional dado que o simbolo 1 foi enviado:

Py= [ £ () dy = e [ exp —(y_AZT")z dy
el | \/J‘[NO];)A —0 NOZ-VbAZ
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Esta probabilidade corresponde a area sombreada na figura abaixo para um

limiar fixado em A = 4°T,/2.

tAO)

AT,2 AT, Y

Mas note que a probabilidade de erro condicional dado que o simbolo 1 foi

transmitido é equivalente a calcular P, , logo:

AT
Pel =Peo =%erfc 4Nb
0
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Probabilidade de erro média (P,):
P,=pP,+qP,

p = probabilidade a priori de transmitir 0

g = probabilidade a priori de transmitir 1

Como P,,=P, ep+qg=1, temos:

Pe:pPeO+quO:(p+Q)P60:P60:Pel

ou seja:
2
P =lerfc AT,
© 2 4N,

Energia do sinal quando um 1 é transmitido = 4T,
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Razao da energia do sinal pela densidade espectral de poténcia quandoum 1 é
enviado:

A? = poténcia de pico do sinal.
N,/T, = poténcia meédia de ruido na largura de faixa igual a taxa de bit 1/7,.

Assim, 1, € a razao entre a poténcia de pico do sinal pela poténcia media de

ruido medida na largura de faixa igual a 1/7, .

Entao, a probabilidade de erro média de um sistema PCM binario 6timo usando

sinalizacao on-off € dada por:
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102 —

104

106

108

10-10

10-12

10 15 20 n; [dB]

Note que quando n, 1 = P, | rapidamente.
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7. Técnicas de Modulacao Digital

Modulagao digital € utilizada para transmitir dados binarios por um canal de

comunicacao passa-faixa com limites de frequéncia fixos.

geracgao de ondas moduladas digitais = geragcao de ondas moduladas analdgicas

Técnicas de modulacao binaria:

Processo de modulacao consiste do chaveamento da amplitude, da frequéncia
ou da fase de uma portadora entre dois possiveis valores correspondentes ao O

e ao 1.

Técnicas basicas de sinalizagao: ASK (amplitude-shift keying), FSK (frequency-

shift keying) e PSK (phase shift keying).
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Sistema ASK (Amplitude-Shift Keying):

A cos(2.7t /. t) simbolo 1
S|t)=

0 simbolo 0

/. = frequéncia da portadora
A, = amplitude da portadora

T, = duragao de um simbolo

v

/ A / /
vV WU W VY

D

Y
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Sistema FSK (Frequency-Shift Keying):
A, cos(Zn flt) simbolo 1

S(t) =

A, cos(ZJr f2t) simbolo 0

f, = frequéncia associada ao simbolo binario 1

/, = frequéncia associada ao simbolo binario 0

——
——
——
——
——
——
—
——
——
v

/ A / /
VIV VIV VRV VIV Y

A
Y
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Sistema PSK (Phase-Shift Keying):

A COS(2J7I /. t) simbolo 1

S(t)=

Ac cos(2n fc t+ Jl’) simbolo 0

1 0 1 1 0 1 0 1

AAALA A LA AL A AN
VPV WYYV VAU

v

A
\4
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Geracao e deteccao de ondas moduladas binarias:

Geracao do ASK:

Ond?n]zgarla Modulador onda ASK
b- y e l‘
forma unipolar PrOUtO inaria s(?)

portadora
A cos(2mf 1)

Deteccao coerente do ASK:

A . g
onda ASK fTb s Dispositivo
binaria s(7) 0 de Decisao

cos(2mtf 1) T

limiar A

DECOM-FEEC-UNICAMP

1 se o limiar é excedido

0 caso contrario
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Geracgao do FSK:

onda binaria

m(t)

forma polar

Modulador em onda FSK
frequéncia binéria s(7)

portadora
A cos(2mf 1)

Deteccao coerente do FSK:

— f OT” dt
[

onda FSK lseol,>1,

binaria s(7) I 0 caso contrario

L

cos(2mf,1)



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP
I I

Geracgao do PSK:

onda binaria Modulador onda PSK
m(t) Produto binaria s(z)
forma polar I

portadora
A cos(2nf 1)

Deteccao coerente do PSK:

1 se o limiar é excedido

onda PSK 7, Dispositivo
— [ d o
binéria s(7) 0 de Decisao

0 caso contrario

cos(2mf. 1) T

limiar A
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Detectores coerentes necessitam de duas formas de sincronizacio para

operarem corretamente:

O sincronismo de fase - garante que a portadora gerada no receptor esta

amarrada em fase com a fase empregada pelo modulador no

transmissor.

O sincronismo de relogio - garante que o instante de tempo para a
realizagcao da decisao no receptor esteja sincronizado com relagao aos
chaveamentos entre o 0 e o 1 da sequéncia de dados na entrada do

modulador no transmissor.
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Detectores nao coerentes:
v' mais simples de serem implementados.

v funcionamento independe de sincronismo de fase.
ASK: sinal modulado pode ser detectado utilizando um detector de envoltéria.

onda ASK Detector de Dispositivo
- .
binaria s(f) envoltoria de Decisao

1 se o limiar ¢é excedido

0 caso contrario

limiar A
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FSK: sinal modulado pode ser detectado passando-o por dois filtros sintonizados,

um deles em f, e o outro em f,. Cada filtro € seguido de um detector de envoltoria.

| I )
| FPF \ Detector de | !
fi envoltoria

onda ASK [

A\ 4

binaria s(7)

Dispositivo REUERS
. o —>
de Decisao 0 caso contrario

A
12

FPF Detector de

v

| :
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PSK: sinal modulado nao pode ser detectado de forma n&o coerente!

Para eliminar a dependéncia do sincronismo de fase do PSK, pode-se utilizar um

codificador diferencial.

Codificacao diferencial: a informacao digital contida em um dado binario &

codificada em termos de transicdes do sinal.

Exemplo:

Pode-se usar o simbolo O para representar uma transicao, em relacao a um bit
codificado previamente, em uma dada sequéncia binaria e o simbolo 1 para

representar a nao transicao.
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DPSK (diferential phase-shift keying) combina codificagao diferencial com

modulacdo PSK.

Dados binarios

Dados binarios
codificados
diferencialmente

Transicao:

Fase do sinal
DPSK (radianos)

1 0 0 1 0 0 1 1

AN Y

1 1 0 1 1 0 1 1 1

| | | | | | | | |
bit nao sim nao nao sim nao nao
inicial
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Recepcao da onda DPSK:

onda DPSK T, [ Dispositivo 1 sel>0
(X [ tivo IRl
0 de Decisao 0 caso contrario
| Atraso I
Tb
limiar=0V

T, = duragao de um bit
Saida do integrador proporcional a cos(¢)

¢ = diferenca entre os angulos da fase da portadora do sinal recebido DPSK e

sua versao atrasada.
¢ =0 = simbolo 1 = saida do integrador > 0

¢ = = simbolo 0 = saida do integrador < 0
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M-PSK — M-ary phase-shift keying

Em um sistema de transmissao M-ario, um entre M possiveis sinais (simbolos) é

enviado, durante um intervalo de sinalizagao 7.

A A
} i
o o o o) o o)
o o)
—o0 o— > —o0 o—p —0 o—p
o o
o o o o) o o)
[ T
2-PSK ou BPSK 4-PSK ou QPSK 8-PSK 16-PSK

Numero de possiveis sinais: M = 2", onde n € um inteiro.
Intervalo de sinalizagao: 7'=nT,
T, = duracédo de um bit

Quando M =4 = QPSK (Quadriphase-shift keying)= cada simbolo carrega 2 bits.
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QPSK (Quadriphase-shift keying):

01 = 3n/4 /4 =11

00 = -3n/4 -n/4 =10

s(t) =4 cos[ancH ¢(t)]

s(t) = iélc cosv[(p(t)]cos(btfct) — i4csenv[¢(z‘)]sen(2yt]2t)

J/
componente componente
em fase em quadratura

onde ¢(t) =-3n/4, -n/4, /4 e 3n/4;e 0<t=<T

duracéo de 1 simbolo: 7'= 2T,

DECOM-FEEC-UNICAMP
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Transmissor QPSK:
canal em fase
)
a4
A cos(2mf 1)
&— Oscilador .
onda binaria '
ppnversor <> sinal QPSK
m(t) série-paralelo - —’S(t)
-90°
A sen(2mtf 1)
X

canal em quadratura
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Receptor QPSK:

sinal QPSK

s(?)

canal em fase

—e

cos(2mtf 1)

R | r Dispositivo
00— foa

T

Limiar

& —— Oscilador

-90°

sen(2af, 1)

X f OT dt

canal em quadratura

MR Dispositivo
de Decisao

v

DECOM-FEEC-UNICAMP

Conversor
paralelo-série

onda binaria
—

reconstruida

A

T

Limiar
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MSK (Minimum shift keying)

FSK binario:

DECOM-FEEC-UNICAMP

/
VY

>
<

»
»

T,

A
VY

/
V'

I\
VY

A continuidade da fase € mantida nos pontos de transigao.

Este tipo de modulacao é conhecida como CPFSK (continuous-phase frequency-

shift keying).

Caso especial: MSK (minimum shift keying)

/
vy

v
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MSK: uma mudanca na frequéncia da portadora do simbolo 0 para o 1, ou vice

versa, € igual a metade da taxa de bit do dados de entrada do modulador.

Seja (6f) uma mudanga de frequéncia e 7, a duragao de um bit, entdo:

(o) 57

b

Seja as frequéncias f, e f, representando as transi¢oes do simbolo 1 e 0,

respectivamente. Assim,

f+f S-S, . (0]
heTy T ey
onde
S+
fe= 2



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP
Sinal MSK: S(t) =4 cos[2nfct + ¢(t)]

onde ¢(l‘)=iﬂ’(5f)l‘

Transmissao do simbolo 1 muda a fase de s(r) da quantidade:

¢(t)=n(5f)t=%

b
Note que, no final do intervalo de transmisséo do simbolo 1, a fase da onda MSK

aumenta de um valor igual a n/2 radianos.

Transmissao do simbolo 0 muda a fase de s(r) da quantidade:

o()=-a{os)e=- 2%

b
Note que, no final do intervalo de transmissao do simbolo 0, a fase da onda MSK

diminui de um valor igual a n/2 radianos.



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP

Demonstracdo de que o MSK pode ser visto como um outro exemplo de

multiplexacao em quadratura:

s(t) =4 cos :2.717fcl‘ + gb(t)]

= A4 cos :¢(t)]cos(27tfct) - A, sen[gb(t)]sen(Zﬂfct)

componente componente
em fase em quadratura

Transmissao dos dibits 00, 10, 11 e 01, para condigao inicial ¢(0) = 0:

¢(t) A ¢(f) A ¢(t) A ¢(l‘) A
T, 2T, ¢ T 21,
> e >
-1t/2 /2 /2 —-1t/2
T > =
T, 2T, t T, 2T, t

00 10 11 01
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Dibit
(codigo de Gray) sen[ (7] cos[p2T})]
00 -1 -1
10 +1 +1
11 +1 -1
01 -1 +1

A identidade de cada dibit € unicamente definida pelo par {sen[¢(7,)], cos[¥2T})]}.

MSK & uma modulagao em frequéncia, o deslocamento de fase ¢(¢) da portadora

varia com o tempo.

O sinal MSK pode ser gerado utilizando um modulador em frequéncia que

obedece a condicao:
1

()

A deteccao coerente MSK é realizada por dois correladores com memaoria com a

decisao feita em pares de bits.
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8. Ruido em Esquemas de Modulagao Digital

O teste de hipotese binario também pode ser aplicado para calcular o

desempenho de ruido de varias modulagdes digitais.

Ruido AWGN na entrada do receptor.

8.1 Detecgao Coerente de Ondas Moduladas Binarias (ASK, PSK e FSK)

Assumimos que o receptor possui perfeito conhecimento da fase do sinal

recebido, isto &, existe um sincronismo de fase entre o receptor e o transmissor.
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Modulagdes digitais:
ASK binario: So(H)=0

s,(t) = A cos(2mf 1)

PSK binario: so(f) = A cos(2mf .t + )

5,(8) = A cos(2mtf 1)

FSK binario: so(f) = A cos(2mf5t)

s,(t) = A cos(2mf 1)

=0

= ]

=0

= 1

=0

= ]

DECOM-FEEC-UNICAMP

Em todas as equacdes acima 0 << T,, onde 7, € a duragcdo de um bit.

No FSK, as frequéncias f, e f, sdo grandes quando comparadas com 1/7;,.
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No ASK e PSK a frequéncia /. € grande quando comparada com 1/7 .
No FSK e PSK a mesma energia de sinal por bit € transmitida:

E, = ["si(t)dt=["s!(t)dt = Acsz

No ASK, a energia de sinal alterna entre 0 e 4 °T,/2 , entdo, a energia média de
sinal por bit é:
AT

E=cb
av 4

Assumiremos que os bits 0 e 1 sao enviados com igual probabilidade:

_g=l
P=q=3
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Deteccao Coerente de Sinais ASK:

Dispositivo

1 se o limiar é excedido

0 [ o

Decisao

s(0) I

limiar
AN=A42T,/4

0 caso contrario

Limiar supondo simbolo 0 e 1 equiprovaveis:

(AT, | _AT,
2\ 2 ) 4

A=
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Probabilidade de erro média:

A operacao de um receptor com filtro casado (correlacao) em AWGN depende
apenas da razao energia de sinal por densidade espectral de poténcia do ruido

e nao da forma de onda, entao:

2
P=lerfc l ﬂ
T2 |2\ 2w,

Usando a definicdo de energia média por bit, podemos reescrever a expressao

acima como:;

Pe = —erfc

2N,
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Receptor coerente generalizado para decisao binaria:

Receptor 6timo para detecgao coerente de sinais FSK e PSK:

0 [l

1se [>0

_

de decisao 0 caso contrario

x(?) Dispositivo
$1(2)

so(?)
Assumimos que o receptor esta sincronizado com o transmissor:

— 0 receptor esta equipado com replicas dos sinais transmitidos s,(¢) e s,(?).

— arealizacao do processo de decisao no receptor € coincidente com a

duracao do bit do sinal transmitido.
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Saida / do receptor:

x(#) = sinal + ruido.
A saida / € comparada com o limiar 0 Volt.

Se /> 0 decide-se pelo simbolo 1, caso contrario, escolhe-se o simbolo 0,

assumindo que os simbolos 0 e 1 sdo equiprovaveis.
Como o ruido w(r) € gaussiano, a saida do receptor possui distribuicao gaussiana.

O valor médio da saida do receptor é condicionado ao simbolo binario que foi

transmitido.

A variancia da saida do correlador € a mesma para ambos os simbolos

transmitidos.
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Meédia condicional da saida do correlador dado que o simbolo 0 foi transmitido:

=[5, (0[5 0) -5 ()}t =—, (1)

E, = energia de sinal por bit.

p = coeficiente de correlagao dos sinais s(7) e s,(¢) definido por:

C Lsl)sld
e B ot

onde-l1=p=1.

Meédia condicional da saida do correlador dado que o simbolo 1 foi transmitido:

= 505 1), ()=, 1)
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Variancia condicional da saida do correlador dado que o simbolo 0 (ou 1) foi

transmitido:

07 =07 =20 [ (1) s, (1)] dt = N, (1- p)

Um erro ocorre quando um simbolo 0 (1) é enviado e a saida do correlador / €

maior (menor) que 0 Volt, decidindo-se por um simbolo 1 ( 0).

Pela simetria do receptor, as probabilidades condicionais de ambos tipos de

erro sao iguais.

Sob a condicao de que os simbolos 0 e 1 ocorrem com igual probabilidade, a

probabilidade média de erro do receptor € dada por:

510
2N

0

P =lerfc
© 2
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Funcdes densidade de probabilidade condicional para as modulagdes FSK e PSK:

Probabilidades a priori idénticas: p = q = 1/2

Jo)

v
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Casos especiais:

1. Deteccao coerente de sinais PSK binarios:

() r z Dispositivo lseol>0
0, [ de SRRy
0 . - 0 caso contrario
Decisao

A cos(2mf 1)

Note que s,(¢) € o negativo de s,(7) e o coeficiente de correlagéo p =— 1.
Os sinais s,(7) e s,(t) s&o chamados de sinais antipodais.

A probabilidade de erro média para o receptor coerente PSK é:

P =lerfc ﬂ
© 2 N

0
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2. Deteccao coerente de sinais FSK binarios:

(1) Dispositivo K EA!
A cos(2mtf 1) de decisao 0 caso contrario

A cos(2mfyt)

As frequéncias f, e f; sdo geralmente espagadas suficientemente de modo que
s,(?) e s,(¢) sao consideradas ortogonais, ou seja, p = 0.

A probabilidade de erro média para o receptor coerente FSK é:

P=lerfc E,
<2 2N,
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8.2 Detecgao Nao Coerente de Ondas Moduladas Binarias

Na pratica, a obtencao da portadora local no receptor para a realizagao da
deteccdo coerente, é feita através do sinal recebido.

Assim, a portadora local possui uma certa quantidade de incerteza devido ao

ruido e as interferéncias introduzidas pelo canal.

Parametro com maior incerteza: a fase da portadora local em relacao a fase da
portadora recebida.

Sincronizacao com a fase da portadora transmitida = dificil e cara.

Solucao: deteccao nao coerente.
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Deteccao Nao-Coerente de Sinais FSK Binarios:

amostragem no

Filtro casado instante ¢ = T,
com A cos(27tf?) ,| Detector de _.\7
envoltoria
O<t=T,
[y
x(1) * 1se [,>1,
—

Comparador —* _
y 0 caso contrario

L

Filtro casado
com A4 cos(2mfyt) ,| Detector de _.\H
envoltoria
O<st=T, amostragem no

instante 1 = T,

\4

O detector de envoltoria serve para eliminar a dependéncia das saidas dos

filtros casados da fase desconhecida do sinal recebido.
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As envoltorias resultantes sdo amostradas uma vez a cada 7, segundos.

As amostras das envoltdérias do caminho superior e inferior do receptor sdo

denotadas por /, e /,.

Se [, <, o receptor decide pelo simbolo 1, caso contrario, decide pelo 0.

A probabilidade de erro média para o receptor ndo-coerente, assumindo que 0s

simbolos sao equiprovaveis (p = ¢q) € dada por:

E
P =lexp ——2
¢ 2 2N,

onde E, é a energia de sinal FSK por bit e N /2 € a densidade espectral de

poténcia bilateral do canal ruidoso (AWGN com média zero).
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PSK Diferencial (DPSK):

DECOM-FEEC-UNICAMP

DPSK opera sob a condicdo de que a fase 6 do sinal recebido permanece

essencialmente constante no intervalo de dois bits.

No detector DPSK, o sinal de referéncia € contaminado pelo ruido aditivo na

mesma extensio que o pulso de informacao, isto €, ele tem a mesma razao

sinal/ruido.

Isto faz com que a obtencao da probabilidade de erro se torne muito complicada.

Probabilidade de erro total:

Pe=

1

2

E

b

N,

0

Como o receptor DPSK realiza sua decisdo baseada no sinal recebido em dois

intervalos de bits sucessivos, existe uma tendéncia dos erros de bits ocorrerem

em pares.
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8.3 Deteccao Coerente de Ondas Moduladas Quaternarias

Problema: ondas moduladas binarias nao fazem uso eficiente da faixa de

passagem do canal.
Solucao: multiplexagem em quadratura.

QPSK: +m/4,+3w/4 = 00,10, 11 e 01

MSK: continuidade de fase é mantida nos pontos de transi¢cado entre bits da
sequéncia de dados binarios e a mudanca de frequéncia de portadora do simbolo

1 para o simbolo 0 é feita igual a metade da taxa de bit dos dados binarios.

QPSK e MSK exibem o mesmo desempenho quando se utiliza deteccdo coerente

na presenca de AWGN na entrada do receptor.
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Calculo da probabilidade de erro de simbolo para o QPSK:

Detector coerente para QPSK:

canal em fase

/ ) | r Dispositivo
\X f 0 dt de Decisdo

A

cos(2mf 1)
Limiar
Oscilador
v
sinal QPSK onda binaria
e Coln\:erscr)r. | onda
+ ruido paraielo-serie reconstruida

A

r Dispositivo
R 2

canal em quadratura Limiar

sen(2af 1)

X
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Ruido: AWGN com média zero e densidade espectral de poténcia bilateral igual
a Ny/2.

Os dibits 00, 10, 11 e 01 ocorrem com igual probabilidade.

A probabilidade de erro P, do canal em fase e a probabilidade de erro P,, do

canal em quadratura sao dadas por:

1
Pe[ =PeQ =Eerfc

E

2N

0

E = energia de sinal por simbolo transmitida.
Probabilidade de recepcao correta:
P=(1-F,)(1-Fy)

Como geralmente P, = P, temos:
Pc =1- 2Pe]



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP

Probabilidade média de erro de simbolo no receptor QPSK:

E

2N

0

Pe=1—Pc s2Pd=erfc

Entretanto, no QPSK, existem 2 bits por simbolo, entao:

E=2F

b

onde £, € a energia por bit.

Assim, a probabilidade média de erro de simbolo em termos de E,/N, € dada

por:
£,
NO

P =erfc

e
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9. Comparacao de Desempenho de Ruido entre Diferentes Esquemas de

Modulacao Digital

O que importa na comparacgao entre dois sistemas de modulagao digital, sob as
mesmas condicdes de probabilidade de erro, ndo é a quantidade de energia
necessaria para transmitir um simbolo particular mas sim a quantidade de

energia necessaria para se transmitir a mensagem completa.

A base para a comparacao € pela probabilidade de erro de simbolo em fungao
da razao da energia de sinal por bit pela poténcia de ruido por unidade de

largura de faixa, isto €, E,/N,.
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Expressdes de probabilidade de erro de simbolo para varias modulacdes

digitais:

1 E
: P =—erfc| [—%
PSK coerente: 7 N,
1 E
: P =—erfc b
FSK coerente: e =5 2N,
QPSK coerente: E
P = erfc| |[—%
MSK coerente: N,
FSK n3 te: P = Lexp| -2
nao coerente: e~ 1Y N,
1 E
: P =—exp|-—%
DPSK: eT 5 p N,
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Grafico de P, versus E,/N,;

Probabilidade
de erro P,

N —

i\\ P FSK néo coerente
10-

v \\\
/ \\
PSK coerente \\ A/\(/ FSK coerente

102
QPSK coerente |
MSK coerente
103
10
-5 -2,5 0 2,5 5,0

E,/N, [dB]
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Note que:

1. As taxas de erro para todos os sistemas caem monotonamente com o

aumento de E,/N,,.

2. Para qualquer valor de E,/N,, PSK coerente produz uma menor taxa de erro

que qualquer outro sistema.

3. PSK e DPSK coerente necessitam de 3 dB a menos de E,/N, que seus
equivalentes FSK coerente e FSK n&o-coerente, para trabalhar na mesma

taxa de erro.
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4. Para altos valores de E,/N,, receptores nao-coerentes (FSK nao-coerente e
DPSK) possuem desempenho quase tdo bom (perda de ~ 1 dB) quanto seus
equivalentes coerentes (FSK coerente e PSK), na mesma taxa de bit e

mesma energia de sinal por bit.

5. Sistemas QPSK transmitem, em uma dada largura de faixa, duas vezes
mais bits de informacao que um sistema PSK coerente binario. Para altos
valores de E,/N,, as taxas de erro de ambos sistemas sdo muito proximas.

Entretanto, QPSK é mais complexo.
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10. Compromissos na Transmissao de Dados M-arios

~

Teorema da capacidade de canal de Shannon:

Em um canal de comunicacgoes limitado em faixa, que € perturbado por ruido
gaussiano branco e aditivo (AWGN) e que esta sujeito a uma limitacao de

poténcia, a capacidade de canal C é definida por:

C =B log,(1 + SNR) [bit/s]

B = largura de faixa do canal [HZz]

SNR = razao sinal/ruido recebido.

. s

A capacidade de canal define um limite superior para a taxa de transmissao na

qual a informacao pode ser transmitida pelo canal sem erro.
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Seja
N,/2 = densidade espectral de poténcia bilateral do ruido
T, = duragao de um bit em segundos
R, =1/T, = taxa de bit
Poténcia media do sinal recebido = P=E,/T, = E,R,
Na largura de faixa B, a poténcia média de ruido = N,B.

Entao, a razao sinal-ruido recebida € dada por:

EbRb — Eb/NO

SNR = =
N,B B/R,

E,/N, € razao energia de sinal por bit pela poténcia media de ruido por unidade

de largura de faixa e R,/B € a eficiéncia de faixa.
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Como C define um limite superior para a taxa de bit, ou seja, R, < C, portanto:

1+ Eb/NO
B/R,

R
Eb <log,

ou de forma equivalente,

E, _2%"-1
N, R/B

0

Note que para uma dada eficiéncia de faixa R,/B, a razdo energia de sinal
recebida por bit pela densidade espectral de poténcia de ruido deve satisfazer a

relacao acima para se ter transmissao de informacao pelo canal livre de erro.

Se B— », entdo R,/B— 0 e E,/N,— log,2 =0.693 (- 1,6 dB) Limite de Shannon
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Grafico R,/B versus E,/N, [dB] para PSK M-arios parametrizado em P,=10"°:
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Grafico R,/B versus E,/N, [dB] para FSK M-arios parametrizado em P, = 10:

jqb 30
n 20
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[\ TN US IANY,|
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A
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=01

Assumimos neste grafico que a separacao entre as frequéncias das M sendides

€ 0 minimo necessario para que elas sejam ortogonais entre si no intervalo de

sinalizacao.



EE-881 - Principios de Comunicacgoes I DECOM-FEEC-UNICAMP

Compromissos na utilizacado de sinalizacido M-aria:

a)

b)

Para PSK M-ario, quando o numero M de fases aumenta, a eficiéncia
de faixa melhora mas as custas de um aumento na energia de sinal por

bit (para M > 4).

Para FSK M-ario, quando o numero M de frequéncias aumenta, a
energia de sinal por bit diminui mas as custas de uma reducao na

eficiéncia de faixa (para M > 4).



