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1. Introducao
Termo Aleatério: usado para descrever variacoes erraticas e imprevisiveis
de um sinal observado.
Sinais em sistemas de comunicacbées — aleatdrios
Sinal recebido :
« componente de interferéncia aleatoria (ex.: ondas eletromagnéticas
de outros sistemas de comunicagoes)

» ruido recebido (ex.: ruido térmico)

Caracteristicas estatisticas de sinais aleatérios — Teoria da Probabilidade

| « componente de informacgao (ex.: sinal de voz)
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2. Teoria da Probabilidade

Experimento Aleatorio:
* 0 experimento pode ser repetido sob condi¢cdes idénticas,
» O resultado é sempre imprevisivel,

« para um grande numero de ensaios, os resultados exibem um padrao
medio, isto €, uma regularidade estatistica.

Exemplo: Jogar uma moeda nao polarizada

Resultados possiveis: cara ou coroa
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Frequéncia Relativa
Evento A:um dos possiveis resultados de um experimento aleatorio

n, = numero de vezes que o evento A ocorre em n experimentos

n
a : a
freqUéncia relativa do evento A = "

| Regularidade estatistica: se para qualquer sequéncia de n ensaios, a
frequéncia relativa n_/n converge para um mesmo limite quando n se torna
grande.

Probabilidade do evento A ocorrer:

n—oo\ N

P(A)= lim (”—a)
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Axiomas da Probabilidade:
Experimento = Espacgo

Resultados — Pontos

Cada resultado associamos a um ponto amostra s,.

Todos os pontos amostra formam o espaco amostral S.

Ponto amostra
Espaco Amostral

_—— Evento

| Evento: um ponto amostra ou um conjunto de pontos amostra.
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Exemplo: Jogar um dado

1 2 3 4 S) 6

| espaco amostral unidimensional

Espaco amostral (evento certo) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
Evento elementar “numero 6” = {6}
Evento “numero par” = {2, 4, 6}

Evento “nidmero maior que 6" ={ } (evento impossivel)
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Sistema Probabilistico consiste de:
v Um espaco amostral S de eventos elementares,
v Uma classe E de eventos que sao subconjuntos de S,

| v Uma medida de probabilidade P(.) assinalada a cada evento A na
| classe E que possui as seguintes propriedades:

.« P(S)=1
.« 0<P(A)<1

e Se A+B é a uniao de dois eventos mutuamente
exclusivos na classe E, entao P(A + B) = P(A) + P(B).
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Propriedades Elementares da Probabilidade:
) P(A)=1-P(A)

2) Se m eventos mutuamente exclusivos A,, A, ..., A possuem a
propriedade A, + A, + ... +A_= S, entdo:

Obs.: Quando os m eventos s&o equiprovaveis, temos: P(A) = 1/m.

Quando os eventos A e B nao siao mutuamente exclusivos, entdo a
probabilidade do evento uniao de A com B ¢ igual a:

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB)

| PA,)+ P(A)+ ...+ P, )=1
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P(AB)

P(AB) é a probabilidade conjuntade Ae B :

P(AB)=lim (”LBJ

n—ooo\ N

DECOM-FEEC-UNICAMP
I

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB)

onde n,; = n° de vezes que os eventos A e B ocorrem simultaneamente em n

ensaios.

P(AB) = 0 = eventos mutuamente exclusivos.

@ (=)
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Probabilidade Condicional

P(B/A) = probabilidade do evento B ocorrer dado que o evento A ocorreu:

n,s = humero de vezes em que os eventos A e B ocorrem simultaneamente
em n ensaios.

n,g/n, < 1 representa a frequéncia relativa do evento B dado que A ocorreu.
Entao, para n grande temos:

Nn—oo Nn—0o0

)l

Nn—oo

na na/n

Entdo podemos re-escrever P(B/A) como: _
De forma similar, obtemos: [BABISIPIANBIP(E)

i n, = 0 numero de vezes que o evento A ocorre em n ensaios.
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Regra de Bayes:

Note que se P(B/A) = P(B), entao

P(AB) = P(A)P(B)
logo P(A/B) = P(A).

I para P(A) # 0.
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EXEMPLO: Canal Binario Simétrico

A, »® B,

Probabilidades a priori de se enviar 0 ou 1:

AO =0 P(AO) - pO Fonte 0

binaria 1

A =1 P(A,) = p,
Probabilidades condicionais de erro:

P(B,/A,): Probabilidade de receber 1 dado que o 0 foi enviado

p
1-p
i A, >® 5.

P(B,/A,): Probabilidade de receber 0 dado que o 1 foi enviado

P(B,/A,) = P(B,JA,) = p
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Probabilidades a posteriori:

P(A,/B,): probabilidade do 0 ter sido enviado dado que o O foi recebido
P(A,/B,): probabilidade do 1 ter sido enviado dado que o 1 foi recebido

P(B,/A,) + P(B,/A,) =1 P
A e® ® B,
P(By/A,) =1-p
De modo similar:
P(B,/A;))=1-p

1-
| Ag " be 5,
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Assim, podemos deduzir que:
a) A probabilidade de receber o 0 € dada por:
P(By) = P(By/Ag)P(Ay) + P(By/A)P(A) = (1 —p)p, + pp;

b) A probabilidade de receber o 1 € dada por:
P(B,) = P(B,/A))P(Aq) + P(B,/A))P(A;) = ppy + (1 — p)p,

P(Byl AP(A)  (1-pp
PlA0/Bo) === g}~ (= plpo + pp

Pt 181) =25 //38;1) T(Aﬂ i ppc§1+_ (fzp;)m

| Portanto, utilizando a regra de Bayes, obtemos:
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3. VARIAVEIS ALEATORIAS

Variavel = Experimento
Valor da variavel — Resultado do experimento

Assim, se o resultado do experimento € s = a variavel aleatéria € denotada
X(s) ou simplesmente X.

Evento: mostrar os k pontos da face quando o dado € jogado
k=1,2,3,4,5,6

Funcao X(k) = k = variavel aleatoria (discreta)

| Exemplo: Jogar um dado
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Uma variavel aleatéria X é dita discreta se ela assume somente um nudmero
finito de valores em um intervalo de observacao finito.

Se a variavel aleatéria X puder assumir qualquer valor em um intervalo de
observacao finito, ela € chamada de uma variavel aleatéria continua.

| Exemplo: Variavel aleatoria X que representa uma tensao de ruido € continua.
| A X(k)

| .................. /\ //\\ /M .............. >

‘ h \/ v U \/ K
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Definicdo probabilistica de variavel aleatoria:

X = variavel aleatoria

P(X < x) = probabilidade do evento X < x, para um dado valor x.

Funcao cumulativa ou funcao distribuicao da variavel aleatoria:

Propriedades:
1. 0<F(x) <1,

2. Fy(xy) < Fyx,) para x, < x, (monotona nao decrescente).

Note que F,(x) =1 = evento certo

F,(—) = 0 = evento impossivel

| F.(x) = P(X < x)
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Funcao densidade de probabilidade:

fx(x)= 2 F(x)

O nome funcao densidade vem do fato de que, se x, < X < x,, entao

X2

P(xq < X < xp) = P(X < xp)—P(X < x1) = Fx(x2)— F(x) = Ifx(x)dx

X1

IO;X (x)dx =1

—00

ou seja, a funcao densidade de probabilidade é sempre uma funcao nao-
negativa com a area total sob a sua curva igual a 1.

| Assim,
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Exemplo: Distribuicido uniforme

Considere a variavel X definida por:

(1 0 x<a

b a as<x<b
Fx(x) = Fy(x)=12"2 a<x<bh
0 fora

"

onde b > a. \

denominada uniformemente distribuida.

\ 4

i Uma variavel aleatéria X com a funcao densidade de probabilidade acima é



Duas variaveis aleatorias Xe Y:

Funcao distribuicdo conjunta:  Fxy(xy)=P(X<xY <y)

O*Fxy(xy)
oXoy

Fungao densidade de probabilidade conjunta: fX,Y(X,Y) =

] o0 o0
Assim, J j e y (0 m)ddn = 1
—00 ¢ —00 ,

A funcao distribuicdo da variavel X pode ser obtida fazendo:

A= [ ey i

Diferenciando ambos os lados da F,(x) acima com relacao a x, obtemos

Fx(x) = I ) fx y (x.n)dn

—00
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Analise similar vale para f,(y).
f,(x) e f(y) sdo denominadas de densidades de probabilidade marginais.

Suponha que X e Y sejam variaveis aleatérias continuas com funcao
densidade de probabilidade conjunta igual a f, (x,y).

definida por:

fxy(x.y)
fx(x)

desde que a densidade de probabilidade marginal f,(x) > 0.

| A funcao densidade de probabilidade condicional de Y dado que X = x é
| fy(y /X =x)=
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Note que, se as variaveis aleatérias X e Y forem estatisticamente
independentes, o conhecimento do resultado de X nao afeta a distribuicdo de

Y, isto é,
fy(y !X =x)=Ffy(y)

Nesta condicao, podemos expressar a funcao densidade de probabilidade
conjunta como:

fxy (%.y)=fx(x)f(y)
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Médias estatisticas:

A média ou valor esperado da variavel X é definida por:

my = E[X]= o;fx(x)dx

—00

onde E[ - ] denota o operador expectativa.

Elg()]- [ () (e

| A média ou valor esperado de uma fungao g(X) é definida por:

DECOM-FEEC-UNICAMP
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Para o caso especial, onde g(X) = X", obtemos o0 n-€simo momento da
distribuicao de probabilidade da variavel aleatoria X isto €,

E[X”]: f:ox”fx(x)dx

o0
Valor quadratico medio, quando n = 2: E[XZI:I xzfx(x)dx
—0

media m,:
o0
e -m P! |= [ (e Ve (xlax
—00
Variancia para n = 2: Var[X]= cf( = E[(X—mx)zlz j_oo(x—mx)zfx(x)dx

| Momentos Centrais sdo os momentos das diferenca entre a variavel X e sua
| Desvio padrao: ox
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Var(X) € uma medida da “dispersao” da variavel X,

A variancia essencialmente restringe a largura efetiva da funcao densidade de
probabilidade de uma variavel aleatéria X em torno da sua média m,.

Desigualdade de Chebyshev:

82

€ = numero positivo.

Portanto, a média e a variancia de uma variavel aleatdéria da uma descricao
parcial de sua distribuicao de probabilidade.

2
| P(X —my|>¢)< <°X
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O operador E[] é linear, isto &, o valor esperado da soma de duas variaveis é
igual a soma dos valores esperados individuais.

Entdo, podemos expandir E[(X — m,)?] usando a linearidade de E[] :

% = E[(x—mx)2]= E[x2 —2Xmy +m§(]= E[XZI— 2E[X]my +m%

% _E[X2] m%,

Portanto, se m, = 0 = Var[X] = E[X?].



Funcao Caracteristica da distribuicao de probabilidade da variavel
aleatoria X:

00}
ox(v) = Elexp(jux)] = [ £x(x)explivelax
—Q0
onde v € um numero real.

A funcao caracteristica € uma média estatistica que pode ser considerada
como a transformada de Fourier (a menos do sinal na exponencial) da funcao
densidade de probabilidade f,(x).

Como v < x desempenham o mesmo papel de 2xnf < t, podemos deduzir
que:

)= - on (v)exp(— jvx)dv
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Exemplo: Média e variancia de X com distribuicao uniforme
1

b— as<x<b
Funcao densidade de probabilidade: fx(X) -.0~4
0 fora
media:
00 b 2 2
X b —a 1
my =E|X|=| xfxy(X)Jdx=] ——dx= =—(b+a
x = EDX= [ax(ax= [ % ox= 7% = J(ba)
valor quadratico meédio de X:
b 2 3 .3
EXZI:I gy =278 2y a2)
a b-a 3lb—-a) 3

variancia de X:

| = m, € portanto a média aritmética de seus limites a e b.
‘ o2 —E[X2]—m2 —1(b2+ab+a2)—[1(b+a)r—i(b—a)2
| X X 3 2
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Exemplo: Soma de duas variaveis aleatorias independentes Xe Y:
Z=X+Y

funcao caracteristica de Z:

9z(v) = Elexp(jv(X +Y))| = Elexp(jvX)exp(jvY)]

¢z(v) = Elexp(jvX)[E[exp(jvY)]= 0 x (v)py (v)

por analogia com a analise de Fourier (produto em frequéncia < convolugao
no tempo), temos que a funcido densidade de probabilidade de Z € dada por:

t2(2)= [Tzl (ko

—00

| como X e Y sao estatisticamente independentes, temos:



Momentos conjuntos
Variaveis aleatorias: Xe Y.

Momentos conjuntos = valor esperado de XYk onde j e k sao inteiros
positivos:

. 0 o
EX/YKLI J xyKExey (x,y Jdxdy
—00 ¢—00

quando j = k=1 = correlagao = E[XY].

Covarianciade Xe Y :

Cov[XY] = E[(X — m,)(Y — m,)] = E[XY] - mym,
X e Y sao incorrelatas se e somente se Cov[XY] = 0.

X e Y sao ortogonais se e somente se E[XY] = 0.
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Prova:  Cov[XY] = E[XY] — mym,,

Cov[XY] = E[(X — m)(Y — m,)]
= E[XY -m,Y - Xm, + mym,]
= E[XY] — my E[Y] - E[X]m\ + mym,,
= E[XY] - mym, — mym, + mym,

| = F[XY] - mym,

Seja o, e 6, 0 desvios padrado de X e Y, respectivamente. A covariancia de

X e Y normalizada em relacédo a o,05, € denominada de coeficiente de
correlacdo de Xe Y-

Cov[XY]
O XOY

PXY =
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Exemplo: Z = variavel aleatéria uniformemente distribuida dada por:
A f4(2)
-1<z<1 1/2

1
fz(Z) =9 Z

0 fora
-1 1

NV

| SejaX=Ze Y=22 entdo Y e X nao sao estatisticamente independentes.
| X e Y sdo incorrelatas ?

1
Média de X E[X]:E[Z]:J z%dz:o

1
1 1
Média de Y: E[Y]=E[ZZI=I122§dZ=§ 0

1 /

Cov|[XY]= E[(X - 0)(\/ — §ﬂ = E[XY]- % E[X]= £1 z3 %dz =0

As variaveis aleatorias X e Y sao incorrelatas mesmo embora elas nao sejam
estatisticamente independentes.
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4. Distribuicao Gaussiana
Variavel aleatodria gaussiana: muito utilizada em comunicacgoes.

Variavel aleatoria gaussiana X de média m,, e desvio padréo o, possui fungao
densidade de probabilidade dada por:

I CECU AN

Prova de que f,(x) € uma fungao densidade de probabilidade:
1) fu(x) >0

262

Z)fo( )dx—rcx ro ex p[—(me) ]dx J-_ exp[ tz]dt—1

X—My

V2n6 X

onde ft=

(mudanca de variavel).
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A funcao distribuicao da variavel aleatoria gaussiana X é dada por:

/0’5
>
X

| F,(x) pode ser calculada para um dado valor de x especifico através de tabelas

da funcao erro que é definida por:

erf(0)
erf(wo)

I
a O
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Usando a simetria de f,(x) e utilizando uma simples mudancga de variaveis,

obtemos:
1 X—-m
Fy(x)=—|1+erf a
x() 2{ (ﬁﬁxﬂ

Exemplo: Desejamos obter a probabilidade da variavel aleatoria gaussiana X
se encontrar dentro do intervalo my — ko, < X< m, + ko, .

k = constante

53]
e

Para k=3: P(my —3cx < X <my +3cx)= erf(%j = 0,997

Propriedade: erf(—u) = —erf(u)

I P(mX—kch<XgmX+ch):FX(mX+kc5x)—Fx(mx—kGX)
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Funcdo complementar da funcao erro:

Relacao entre as funcodes erro: erfc(u) = 1 — erf(u).

Funcao erro:

| erfc(u) % I : exp(— zz)dz

DECOM-FEEC-UNICAMP
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TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Seja X,, X,, ..., X

n,

seguintes exigéncias:

um conjunto de variaveis aleatérias que satisfaz as

a) X, sao estatisticamente independentes (k=1, 2, ... n),

probabilidade,

c) Existe a media e a variancia para cada X,.

Define-se uma nova variavel aleatoria Y:

n
-3
k=1

| b) Todas as variaveis X, possuem a mesma funcado densidade de
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Entao, o teorema do limite central diz que a variavel aleatéria normalizada:

:y—EW]
Sy

Z

se aproxima de uma variavel aleatoria gaussiana com media zero e variancia
unitaria a medida que o numero n de variaveis aleatorias X, X,, ..., X,
aumenta.

Note que
n

Elv]="Y Elx]
k=1

n
0\2, =Varl|Y]= Zcf(k
k=1



| ka Xk)=<

Logo,

Entao,

Q| —
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Y:ZXK
k=1

A fdxy)
al?

_ggzgg
2 2
fora ”
-1/a
ka—O
2 2
Xk 12
2 na
my=0 GY:E

1/a

DECOM-FEEC-UNICAMP
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Exemplo: Soma de n variaveis aleatorias uniformemente distribuidas
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5. Transformacao de variaveis aleatérias

Problema: Determinar a funcao densidade de probabilidade de uma variavel
aleatoria Y que é obtida por uma transformacao um-para-um de uma dada
variavel aleatoria X.

| Caso mais simples: Y é uma funcao diferenciavel monétona crescente g de X:
| Y =g(X) Ay

9(x)

<
Il

__—

Neste caso, temos Fy(y) = P(Y < y) = P(X < /7(}/)) = Fx(h(Y))

onde h é a transformacgao inversa h(y) = g-'(y).
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Supondo que X possua uma fungao densidade de probabilidade f,(x)
conhecida, entao:

Fry)= j ,77’>(<y2X)dX

—Q0

Diferenciando ambos os lados com relagao a variavel y, obtemos

dh

fy(y)="fx (h(y))@

Supondo agora que g € uma fungao diferenciavel monoétona decrescente com
sua inversa igual a h, podemos escrever que

Ar(y)= [ (rion

Diferenciando, temos

onde a dh/dy é negativa nesta expressao.
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Assim, podemos expressar as duas equacdes de funcao densidade de
probabilidade (PDF) em uma unica férmula:

fy(Y)=fx(h(Y))‘%

para uma funcao diferenciavel um-para-um de uma dada variavel aleatéria.
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Exemplo: Transformacao de lei quadratica
Y = X?

X gaussiana com média 0 e variancia = Gf(
PDF de Y="7

P(Y<y)=0 y <0

assim,

| Fr(y)=0 y <0 %

x V

Além disso, a transformacao inversa ndo possui valor unico, pois
x=h(y)=+y
Assim, valores positivos e negativos de x contribuem para y.

Suponha que desejamos a probabilidade de Y <y, onde y > 0, entao

PY < )= Py < X < J7)=PlX < Jy)-Px )

= J‘\fg(x)dx - J‘;‘X}(/x)dx

—00 —00
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Diferenciando em relacdo a y ambos os lados da expressao anterior, obtemos

=ﬁ["x(ﬁ)+ -y )

e 2

<V

A funcao densidade de probabilidade acima é conhecida como fungao
densidade chi-quadrada quando ela € escrita em fungao da variavel y2 = y.

| -
| assim, obtemos AfLy)
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6. PROCESSOS ALEATORIOS

Analise estatistica de sistemas de comunicacdbes = caracterizagcao de
sinais aleatorios, tais como: sinais de voz, TV, dados digitais e ruido elétrico.

Propriedades destes sinais aleatorios:

» sao funcdes do tempo, definidas sobre um intervalo.

exatidao a forma de onda que vai ser observada.

Portanto, na descricao de sinais aleatorios, cada ponto amostra do espaco

| « antes de realizar o experimento, nao € possivel descrever com
‘ amostral é funcao do tempo.
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Um processo aleatoério X(f) € um “ensemble” de fungdes no tempo com uma
regra probabilistica que relaciona uma probabilidade a um evento significativo
associado com uma observacao de uma destas funcoes.

fungbes amostra: {x,(f), x,(f), ..., x,(t)}

x4(f) A
Espago Amostral S
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Instante t,:

* cada ponto s; do espago amostral S tem associado um numero x(t;) e
uma probabilidade P(s)).

* a colegdo de numeros x,(t;), X,(t;), ..., x,(t;) forma uma variavel
aleatoria denotada por X(t,).

Instante £,:
* cada ponto s; tem associado um numero x(t,) e uma probabilidade
P(s)).
* a colegdo de numeros x,(f,), x,(t,), ..., x,(t,) forma uma variavel
aleatoria denotada por X(,).

Variavel aleatéria: resultado de um experimento € mapeado em um numero.

Processo aleatorio: resultado € mapeado em uma onda que é funcao do
tempo.

DECOM-FEEC-UNICAMP
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I Vetores aleatérios obtidos a partir de processos aleatoérios:

Processo aleatorio X(f) = numero infinito de variaveis aleatorias, uma para
cada instante de tempo ¢ (-0 < t < o0).

Fx(t1)(X1) = funcao distribuicdo da variavel aleatoria X(t,).

X(t,) = variavel aleatoria obtida pela observacdo do processo aleatorio X(t)
no tempo ft,.

Entdo, para k instantes de tempo ¢, ,, ..., {,, pode-se definir k variaveis
aleatorias X(t,), X(t,), ..., X(t,), respectivamente.

Assim, pode-se definir a funcao distribuicao conjunta como sendo:

FX(t1),X(t), - X(t, ) (X1 X2, -, X ) = P(X(t1) < x4, X(t2) < X0, -+, Xtk ) < X )
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Notacao mais conveniente: Vetorial

- X(ty) ]
L e | X(E2)
Vetor de variaveis aleatorias: X(t)=| "
 X(ty).
_x1
X
Vetor de resultados das variaveis aleatorias: X = .2
| Xk

Notacao para a funcao distribuicao conjunta: Fx(t)(x)

DECOM-FEEC-UNICAMP

Para um dado ponto amostra s, as componentes do vetor X(t) representam
os valores da fungao amostra x(t) observada nos tempos t,, f,, ..., t,.
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A funcao densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatorio X(t) € dada por:

k
ey

0X10X2 -+ OXk

fx(t)(x) =
Esta funcdo € sempre nao negativa, com o volume sob ela igual a 1.

Exemplo: Probabilidade de uma onda x(f) de um processo X(f) passar por k
janelas.

| b
1 TN ()
a,
>

Desejamos a probabilidade do evento conjunto: A ={a, < X(t) < b}, i =1, 2, ..., k.
Se conhecemos a funcao densidade de probabilidade conjunta, temos:

by
= j j j (x )dlx1dxs - - - dxy
aq Yao
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7. ESTACIONARIDADE:

Um processo aleatdrio X(tf) é dito estritamente estacionario se a funcgao
densidade de probabilidade conjunta fy(x) for invariante a deslocamentos da
origem do tempo, isto €,

fx(t)(%) = fx(t+1) (%)

para todo conjunto de instantes {t}, i = 1, 2, ..., k e qualquer deslocamento T.

Muitas de suas propriedades sdo comumente descritas pelo primeiro e

| Processos aleatoérios estacionarios sao frequentemente encontrados na pratica.
‘ segundo momentos.
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Exemplo: Processo aleatorio estritamente estacionario X(t)

A probabilidade de um conjunto de fungdes amostra passar pelas janelas da
primeira figura € igual a probabilidade de um conjunto de fungbes amostra
passar pelas janelas deslocadas no tempo da segunda figura.

Nao € necessario que os conjuntos de fungdes amostras sejam iguais.

b,
ay
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8. MEDIA, FUNGAO DE CORRELAGCAO E FUNCAO COVARIANCIA
Distribuicdo de probabilidade de processos aleatérios = dificil de encontrar!!!

Descricido parcial do processo aleatério: média, funcao de autocorrelacao e
funcdo de autocovariancia.

| Seja X(t) um processo aleatdrio estritamente estacionario e seja X(t,) uma
| variavel aleatéria obtida pela observagao de X(f) no instante ¢,.

Entao define-se:
Média de X(1):
m, = E[X(t,)] = cte para qualquer t,.

Notagao simplificada: m, = E[X(f)] = cte para um valor fixo de t.
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Funcao de autocorrelacao de X(f):
Ry(t — t) = E[X(£)X(¢)] para qualquer f, e t,
R,(7) = E[X(t)X(t-7)] onde 7=1{, -t

A funcao de autocorrelacdo para processos estacionarios € independente da

| origem dos tempos.

X(t) e X(t) sado v.a. obtidas do processo X(f) nos instantes t, e {,

respectivamente.

Funcao de Autocovariancia:
Kyt~ 1) = EL(X(t,) — my)(X(E) — my)] qualquer f, e t;

Simplificando a notacéo:

Kx(t) = E[(X(£) — my)(X(£ - T) — my)]
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Para um processo estacionario, temos:

K1) = Ry(t) = (my)?
Se o0 processo possui média zero, entdao K,(t) = Ry(T) .

Descricdo parcial de um processo aleatério. meédia e funcdo de

I autocorrelacao.

Um processo aleatorio € denominado estacionario de sentido amplo (wide-
sense stationary - WSS) se ele nao for estritamente estacionario mas
satisfizer as seguintes trés condicoes:

1. A média do processo € constante.

2. A funcido de autocorrelacdo do processo € independente
de um deslocamento da origem dos tempos.

3. A funcao de autocorrelacao para t = 0 € finita.
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Propriedades da autocorrelacao para processo estacionario no sentido amplo:

a) R(t)=R(-7)

c) |RUt)|< RY0)

I b) Ry(0) = ELX2(t)]
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Significado fisico da funcao de autocorrelacao:

*  R,(r) fornece um modo de descrever a interdependéncia de duas
variaveis aleatorias obtidas pela observacao de um processo aleatério
X(t) em instantes separados de t segundos.

« Quanto mais rapido X(t) varia no tempo mais rapidamente R,(7)
decresce de seu maximo R,(0) quando raumenta.

A
| R

Processo aleatorio
com flutuacdo lenta

\

Processo aleatorio
com flutuacéao rapida
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Flutuacgao lenta:

>
t
Flutuacao rapida:
>
W\

|
|
|
|
i AN
|
|
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Tempo de Descorrelacao 7

E o tempo necessario para que a magnitude da funcdo de autocorrelaco R, (1)
de um processo aleatodrio X(t) estacionario no sentido amplo com média zero
caia para 1% de seu valor maximo R,(0).

Exemplo: Calculo da autocorrelagao de uma onda senoidal com fase aleatéria

A e f, sdo constantes e fase com distribuigdo uniforme:

f®(9) = A 2n

I X(t)= Acos(2nf.t +0)
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Funciao amostra do processo aleatorio:
x(t)= Acos(2nf,t +6)

Obs.: 6 € uma constante para cada fungao amostra.

A funcio de autocorrelacao é dada por:

Ry (t) = E[X(t + )X (t)] = E[Acos(2nf,(t + 1)+ ®)Acos(2nf.t + O)]

A7 Elcos(4nf.t + 2nf 1+ 20)] + — E[COS(ZthC'c)]
cos(a)cos(b) = [cos(a + b)+cos(a - b)]/2.

x(1)=" j cos(4nfyt + 2nfyt +20)—dO + ~——cos(2nf,1)
2 Jo on 2

=0 *R (1)

N ANYANY\NEVANEAW
RX() 2 (ch) \/ \/ -

I 2 2
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Exemplo: Onda binaria aleatoria
X(t): processo composto de uma sequéncia aleatoria de simbolos binarios 0 e 1
Funcao amostra: x(f): Ax(d)

A

~

Assumimos que: r g
« 1e0<«< +A e -A, respectivamente, de duragao T segundos.

« o instante t, de inicio do primeiro pulso € equiprovavel no intervalo [0, T].
Portanto, {;, € um valor amostra de uma variavel aleatoéria T,
uniformemente distribuida com funcao densidade de probabilidade:

(1
fry(ta)=1"
0 fora

"

0<ty <T

| N
i « > <>
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* no intervalo de tempo (n -1)T <t —t, < nT, onde n € um inteiro, temos
que P(0) = P(1) = +A e —A s&o equiprovaveis.

Entdo, E[X(f)]=0.

Funcao de autocorrelagcao de X(t):

Ry (tx —tj): E[X(tk)X(tj)]
t, e t, respectivamente.

1° caso: |, - £ | > T = X({,) e X(t) ocorrem em intervalos de pulso diferentes e
sao portanto independentes.

| onde X(t,) e X(t) sao variaveis aleatdrias obtidas do processo X(t) nos instantes
‘ ElX(ti)x ()| = Elx X )= 0
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2° caso: | f, -t | < T = X({,) e X(t) ocorrem no mesmo intervalo de pulso se e

somente seo atraso ty< T-]t-t| Entdo o valor esperado condicional € dado

A2 ty <T -ty —t;
el - e

0 fora

Fazendo a média deste resultado para todos os valores de t,, obtemos:

t, —t t, —t _f.
I E[X(t)x(t;)] = I e j‘AZde(td)dtd I e I‘Az;_dt —AZE ——‘t" tf}

0 T

4 Ry(1)
A2

A2[1 —‘Ti‘j <T

0 "C‘ZT >
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MEDIAS NO TEMPO E ERGODICIDADE:

Problema:
Estimagao de um processo aleatério X(t) por: dificil de se obterl!

média: My = E[X(t)] = EOOO XfX(t)(X)dX

Autocorrelacdo: Ry (t) = E[X({t)X(t - 1) = EOOO jiooo xyfx(t)x(t—z)(X, ¥ xdy
Média no tempo :  (x(t)) = Ilm —j 7 x(E)dt

onde x(t) € uma fungado amostra do processo X(f).

Autocorrelacao no tempo: <X(t)X(t = r = lim —j_ — r)dt
T >0 2T

Note que <x(f)> e <x(t)x(t — t)> sao variaveis aleatdrias pois dependem de x(f).

Em geral, médias de ensemble e no tempo nao sao iguais!!!



EE-881 - Principios de Comunicagées I DECOM-FEEC-UNICAMP

Processos Ergoédicos

Um processo aleatodrio X(f) € denominado ergoédico, na sua forma mais geral,
se todas as suas propriedades estatisticas puderem ser determinadas de uma
funcdo amostra representante de uma possivel realizagdo do processo.

Um processo aleatdrio para ser ergédico € necessario que seja estritamente
estacionario.

Entretanto, nem todo processo estacionario é ergaodico.

Em geral, ndo se esta interessado em todas as médias de ensemble de um
processo aleatério = sO média e funcdo autocorrelacdo — definicao de
ergodicidade em um sentido mais limitado.



Ergodicidade da Média:

media no tempo = média de ensemble

<x(t)> = m,

Condicao necessaria e suficiente para um processo aleatorio ser ergodico
na media:

variancia do estimador %ﬂ_ x(t)dt - 0 quando T — o

Ergodicidade na Funcao de Autocorrelacao:

autocorrelagcao no tempo = autocorrelacao de ensemble

<x(t) x(t-7)> = Ry(1)

Condicao necessaria e suficiente para um processo aleatorio ser ergodico
na funcao de autocorrelacio:

.
variancia do estimador %J‘x(t)x(t ~1)dt -0 quando T — o
T
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Exemplo: Onda Senoidal com Fase Aleatéria

Processo senoidal: X(t) = cos(2nf t + ©)

A e f, = ctes e ©® = uniformemente distribuida entre 0 e 2x:

— 0<0<2n
0 fora
Media do processo aleatorio:
jAcos(Zr:fHG fo(0) Icos (2nfst +0)d6 =0

Funcao de autocorrelagcao do processo aleatorio:

A2
Rx(t)= o cos(2nf,1)

| fo(0)= 12"
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Seja x(t) uma funcdo amostra do processo aleatorio, entao:
x(t) = A cos(2nf t + 6)

| Média no tempo do processo é€:
1 T
t)= lim —| A 2nft+0)dt =0
(x(t)) TinoozT —TCOS( nfst +0)
| Funcao de autocorrelagao no tempo do processo:
T
Ix(E)x(t ) = lim — [ Acos(2nf,(t — 1)+ 0)Acos(2nf,t + )t
‘ T w2l T

usando a relagao trigonométrica para produto de co-senos e integrando, obtemos

<X(l‘)x(t — 1:)> = A72 cos(2nf,)

Assim, as medias do ensemble e as medias temporais do processo sao idénticas,
portanto este processo € ergddico na meédia e na funcao de autocorrelagao.
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9. TRANSMISSAO DE PROCESSO ALEATORIO POR FILTRO LINEAR

Filtro linear invariante no tempo:

X(1) Resposta X(2)
— Impulsiva —
h(?)

X(t): processo aleatorio estacionario no sentido amplo na entrada do filtro

Y(t): processo aleatério na saida do filtro

Distribuicdo de probabilidade de Y(f) = dificil de determinar, mesmo
conhecendo a distribuicao de probabilidade de X(f) entre — co < f < o0.
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Obtencao da média e da fungao de autocorrelacao de Y(t) em termos da
média e da funcao de autocorrelagao de X(f).

X(t) = estacionario no sentido amplo.

Média de Y(f):  my(t)=E[Y(t)]= E{ I O/';('C)X(t - 'c)d’c}

—0
Se E[X(1)] for finita para todo t e o sistema for estavel, podemos escrever:
o0 o0
my () = I h()E[X(t - 1)]d = j h(c)my (t - 1)
—o0 —0

Quando X(t) € WSS, a meédia € constante = m,, ento:

o0

my = my j’ h(x)dt = my H(0)

—00

onde H(0) é a resposta em frequéncia do sistema para f = 0.

DECOM-FEEC-UNICAMP



Funcao de autocorrelagao do processo aleatério de saida Y(f):

Ry (6) - EIV(OY ()] - E{ [ reapete—soie [ ez 0 @m}

—00 —00

Considerando que o sistema é estavel e que E[X?(t)] é finita, podemos re-
arranjar a expressao acima:

Ry (t.u) - E{ [ [t wmiexto—s >h<r2>dr1dr2}

= J‘OO IOE[X(I‘ —11)X(u = t2)]h(tq)h(t5 )dridts
— o0 J—00 Y

Rx[t—’l:1,u—12]
Quando X(t) € WSS, temos t =t — u, assim

Ry (t)= Ji JEX [t — 11— t2)Jh(xq)h(r2 )drqdy
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Como R(0) = E[Y?(f)], entdo o valor quadratico médio do processo aleatorio
I Y(t) de saida € dado por:

Ry(0)=E [YZ(t)]: Jjo JZSTOh(TZ )R x (T2 — 11 )dt1dto = constante

Resumindo:

Para processos aleatérios WSS em sistemas lineares no dominio do tempo:

Rx(7) Ry(7)

Ry (t)= J: JEX [t — 11 =2 Jh(e1 )h(x2 Jdsdey

| X(#) Y(t)
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10. DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA:

Caracterizacao de processos aleatérios WSS em sistemas lineares no dominio
da frequéncia.

X(t Y(t
o, h(t) < Hif UR

Resposta ao impulso de um sistema linear:
00)
h(t) = j H(f)exp(j2nft )df
—00

onde H(f) € a fungao de transferéncia do sistema linear. Substituindo h(z,) na
expressao do E[YZ(f)] , temos

E [Y2(t )] = EO EO(W )h(x2)Rx (12 — 11 )dridto

1.1

j )exp(j2nfrs )df}h(‘cz )R x (T2 — 11 t1dto




El2(0))- fw f:o I?ilo(f%(rz)RX(rz _ ,)exp(j2nfey )t

definindo t = 1, — 1,, podemos reescrever a expressao acima como:

El2(1))- f; HIF) j: (e )exp(j2mfey )t j Ry (c)expl(- j2nfc)edf

H*(F) Sx (f)
Assim,

El2(1))- f:O\H(f)(ZSX(f)df

onde S,(f) = densidade espectral de poténcia ou o espectro de poténcia de um
processo aleatoério X(t) estacionario no sentido amplo.

Sistema linear invariante no tempo e estavel.

Processo aleatorio de entrada do sistema linear = WSS .



Propriedades da densidade espectral de poténcia:

Densidade espectral de poténcia de um processo aleatorio X(f) estacionario
no sentido amplo (relagcées de Einstein-Wiener-Kintchine):

Sx(F)= [, Rx (x)expl(- j2nf)ds

Logo,
Rx(t)= [ Sx(f)exp(j2nfr)df

Propriedades:

2 Sx(0)=[" Rx(H: b EX0)=[7, Sx(rr

c) Sx(f)=0 d) Sx(-f)=Sx(f)
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Exemplo: Onda senoidal com fase aleatoria
X(t)= Acos(2nf,t +©)
A e f, sao constantes e fase com distribuicao uniforme:

(i 0<0<2x
fo(6) =1 2™

0 fora

<

Fazendo a transformada de Fourier da autocorrelacao, temos:

A S,
2 2

x(f)= A° [8(f+f )+8(F — 1, )] A46(f+fCT Iia(ffc)

-V

P f

c

2
| Funcao de autocorrelagdo: Ry (1)= A?Cos(anCr)

Area total sob S,(f) = A2/2
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Exemplo: Onda binaria aleatoria
4 x(t)
A
>
t
A+
H <4
T t,
Funcao de autocorrelagao:
A
A2
T
A2 g f<T
T
0 M >T >
-T 0 T T
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Densidade Espectral de Poténcia:

o0 T
Sx(f)= j Rx (t)exp(- j2nft)dt = J A2(1—§] exp(— j2nfr)dr
—00 —T
= A°T sinc?(fT)
+ Sx(f)
AT
>
-3/T -2IT 1T O 1/T 2/T 3IT f

o0
Area sob a curva S,(f): I AT sinc?(fT )df :AZT% = A?
—00
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Generalizagao:

Note que a densidade espectral de energia de um pulso retangular g(f) de
amplitude A e duracao T é dada por:

Wy (f) = A°T? sinc?(fT)
Assim,

Esta equacgao diz que, para uma onda binaria aleatoria com simbolos 0 e 1
representados por g(t) e —g(t), respectivamente, a densidade espectral de
poténcia S,(f) é igual a densidade espectral de energia do pulso formatador do
simbolo g(t) dividido pela duragéo do simbolo T.
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Exemplo: Seqléncias de comprimento maximo

DECOM-FEEC-UNICAMP

Sao sequéncias binarias geradas por um registrador de deslocamento com
realimentagao e com periodo o mais longo possivel.

Sao geradas por polinébmios primitivos (conexodes = coeficientes do polindmio).

Numero de memorias = 3, gera sequéncia de comprimento =23 -1 =7.

1{1|1F—» L 111 —» L 0|1 —» L 0|0 —»
0 1 1 11 0 111
Estado inicial
L 01|10 —» 0|1 —» L 110 —» 11 —»
1 0111 1 00111 1 100111 1 0100111

Generalizando, numero de memorias igual a m, gera sequéncia de
comprimento N = 2m - 1

|
|
|
|
|
|
\
|
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Considerarmos que 0 =+Ae 1 =-A

Funcao de autocorrelagcao de uma sequéncia de maximo comprimento €
peridodica com periodo NT, para valores de t dentro do intervalo —NT/2 <t< NT/2,

é dada por:
A2(1_ N”mj f<T

| Rx(t) =1

NT
A2
N para o restante do periodo

4 R(7)

A2
-T T

[ 1\
................. -
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Caracteristicas da funcao de autocorrelagao:
« um valor de pico distinto

* um natureza periodica

Sequéncias maximas lineares = sequéncias pseudo-aleatdrias = sequéncias
de pseudo-ruido (PN) (adequadas para uso em sincronizagao entre receptor e
transmissor).

sequéncia binaria aleatoria:
* n°de 1’s por periodo = n° de 0’s mais um,

 em cada periodo, 1/2 das saidas consecutivas de mesmo tipo sdo de
comprimento 1, 1/4 sao de comprimento 2, 1/8 sdo de comprimento 3,
etc.

i Sequéncias maximas lineares possuem algumas propriedades de uma
} » a funcao de autocorrelacio possui 2 valores.
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A funcao de autocorrelacao consiste de um termo constante = -A2/N mais um
trem de pulsos triangulares de amplitude A2 + A2/ N, largura = 2T e periodo =

NT, no dominio de t.

Ent&o, tomando a transformada de Fourier de R,(f) obtemos a densidade
espectral de poténcia dada por:

I Sx(f) = —%Zs(f)+%2(1+%] i sincz(%jfi(f—%]
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Densidade espectral de poténcia de uma sequéncia binaria de periodo

igual a 7: Sy
A A
/A/ \A\
Attt A boatthe,
2IT AT 0 1T 2IT f
-
1INT

Densidade espectral de poténcia de uma sequéncia binaria aleatéria infinita:

Sx()

AT

-2IT T

0

1T

2/T f
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Exemplo: Processo aleatério X(t) estacionario no sentido amplo modulado

Y(t) = X(t)cos(2nf t + ©)

onde a fase ® € uma variavel aleatoria uniformemente distribuida entre 0 e 2x.
Autocorrelagdo de Y(f): Ry (t) = E[Y(t +t)Y(t)]

= E[X(t + t)cos(2nf,(t + 1)+ ©)X(t)cos(2nf,t + ©)]

_ RXT(T) E[cos(2nf,t)+ cos(4nfst + 2nfyt +20))

= RXT(T) cos(2nf,1)

Densidade espectral de poténcia de Y(t): Sy (f)= %[Sx(f —f,)+Sx(f+1;)]

| = E[X(t +1)X(t)] E[cos(2nf,(t + )+ ®)cos(2nf,t + O)]
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Transmissao de Processos Aleatoérios por Sistemas Lineares:

XO | (LR
" () = H(N i

Sxd1) Sylf)

I I h(t1 )h(t2 )Ry (t — 1 + 12 )drtidy
Relacio entre a densidade espectral de poténcia de entrada e de saida:

| Relacao entre a autocorrelacdo de entrada e de saida:
2
‘ Sy (F) = H(FH™ (F)Sx (F) = IH(F)“Sx (F)
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11. FUNCOES DE CORRELAGCAO CRUZADA:

Ryy (1) = E[X(t)Y(t - )

Ryx (1) = E[Y ()X (t - 7))

* nao é fungcao par em .

 obedece a relagédo R, (1) = Ry,(—7).

| * Nao possui maximo na origem (t = 0).

DECOM-FEEC-UNICAMP
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Exemplo: Processos aleatorios modulados em quadratura:
X,(t) = X(t)cos(2nf t + ®)
X,(t) = X(t)sen(2nf t + O)
onde a fase ©® € uma variavel aleatoria uniformemente distribuida entre 0 e 2.

I Funcéo de correlacao cruzada entre X, (t) e X,(f):
| Ri2(t) = E[X4(t)X2(t —7)]
| _ E[X(t)cos(2nf,t + @)Xt - 7)sen(2xf, t - 1)+ O)]

= E[X(t)X(t - )|[E[cos(2nf.t + ®)sen(2nf,(t — 1)+ O)]

(T)E[sen(47cf t - 2nfgT+20)-sen(2nfeT)]

= RXT(T)sen(anCr)

Parat=0: R,,(0)=0= X,(t) e X,(t) s&o ortogonais.
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Densidades espectrais cruzadas:

Sxy(f)=["_Rxy(t)exp(- j2nft)d

Syx(f)=["_Ryx(t)exp(- j2nfr)d

As funcdes densidade espectral de poténcia cruzadas nao sao
necessariamente funcdes reais da frequéncia, entretanto, como temos que:

| Ryy(T) = Ryx(- 1)
| a seqguinte relagcao tambéem é valida:

Sxy (f) = Syx (~f) = Syx(f)

Portanto, a soma de S,.(f) com S,,(f) € real.
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Exemplo: Densidade espectral de poténcia de Z(t) = X(t) + Y(t)

X(t) e Y(t): processos aleatérios com media zero e WSS.

Fungéo de autocorrelacao de Z(1):

)= E[Z(t)Z(t - )] = E[(X(£)+ Y(ONX(t =)+ Y(t - 7))]
= E[X(t)X(t - 1)+ E[X(t)Y(t —7)]+ E[Y(t)X(t — 1)+ E[Y (t)Y(t — )]

= Rx(1)+Rxy (t)+Ryx(t)+Ry (1)

| Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados, temos:

Sz(f)=Sx(F)+Sxy (F)+ Syx(f)+ Sy (f)
Quando X(t) e Y(f) sdo descorrelacionados = S,.(f) = S,,(f) = 0, entédo

Sz(f)=Sx(f)+ Sy (f)
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13. PROCESSO GAUSSIANO

Suponha a observacdo de um processo aleatério X(f) por um intervalo que se
inicmemt=0eduraatet=T.

Suponha também que X(f) seja ponderada por uma fungcao g(f) e que este
resultado seja integrado sobre o intervalo de observacgao resultando em:

onde Y € denominado de uma funcional linear de X(t).

O valor da variavel aleatoria Y depende do curso da fungao argumento g(f)X(f)
sobre o intervalo de observacaode 0 a T.

Entdo, uma funcional € uma quantidade que depende do curso completo de uma
ou mais funcdes ao invés de um numero discreto de variaveis.

Assim, o dominio de uma funcional € um conjunto de fungdes admissiveis ao
invés de uma regido de um espaco de coordenadas.
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Se a funcao de ponderacao g(f) for tal que o valor quadratico medio da variavel
aleatoria Y seja finito e se Y for uma variavel aleatoria com distribuicao
gaussiana para todo g(f) nesta classe de fungdes, entao X(t) € denominado de
um processo gaussiano.

Em outras palavras, o processo X(f) € um processo gaussiano se toda funcional
linear de X(t) for uma variavel aleatéria gaussiana.

uma variavel aleatéria gaussiana X(t).

Seja m(t) a média e o ?(t) a variancia de X(t,) , entdo a funcdo densidade de
probabilidade de X(t,) € dada por:

| Quando um processo gaussiano X(f) € amostrado no tempo ¢, , o resultado &
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Processo gaussiano:

» possui muitas propriedades que fazem os resultados analiticos
possiveis;

= processos aleatérios produzidos por fenbmenos naturais s&o
frequentemente gaussianos;

uso de processo gaussiano como modelo para um grande numero de

| = teorema do limite central fornece uma justificativa matematica para o
| fendbmenos fisicos.
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Propriedades de um processo gaussiano:

1. Se um processo gaussiano X(t) é aplicado na entrada de um filtro linear
estavel, entdo o processo aleatoério Y(f) na saida € também gaussiano.

Dem.:

T g Hn o

Y(t)= I}(t ~1)X(t)dt 0<t<ow

onde T é o tempo de observacao da entrada X(f).

Assumimos que h(t) é tal que o valor quadratico médio de Y(f) € finito para
0<t<oo.

Para demonstrar que Y(f) € gaussiana basta mostrar que que qualquer
funcional linear dela é uma variavel aleatéria gaussiana.
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Define-se entao a v.a.:

z- IOZY (O ()t = E}y (t) ﬂq(t _)X(c)ddlt

Assim, Z deve ser uma v.a. gaussiana para toda funcao g.(t), tal que o valor
quadratico médio de Z seja finito. Fazendo:

gle) - [ gy (it~

Z - jog(t)x(t)dt

Como X(t) € um processo gaussiano, entao Z deve ser uma v.a. gaussiana =
Y(t) € também um processo gaussiano.

QED

| obtemos:
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2. Seja um conjunto de variaveis aleatérias ou amostras X(t,), X(t,), ..., X(t,) de

um processo gaussiano X(f), entdo estas variaveis aleatorias sao
conjuntamente gaussianas, com a funcdo densidade de probabilidade
conjunta sendo completamente especificada pelos conjunto das médias e de
funcdes de autocorrelacio:

mx(t;) = E[X(t;)]

Ry (tk —t;) = E[X(t, )X (t;)]

Se um processo gaussiano € WSS, entao o processo também € estacionario
no sentido estrito.

. Se o conjunto de variaveis aleatorias ou amostras X(t,), X(t,), ..., X(t,) de um
processo gaussiano X(t), sao incorrelatas, isto €,

E[[X(tx)— mx (ti ] X (&) - mx (ti)]] = 0 ik

entao estas v.a. sdo estatisticamente independentes.
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14. Processo Aleatorio de Faixa Estreita

Receptor = filtragem de faixa estreita para restringir o ruido.
A
sinal filtro

ruido

R

~- Vv

Sinal na saida do filtro de faixa estreita: funcdo amostra de um processo
aleatorio de faixa estreita.

Forma candnica de representacao do processo aleatério de faixa estreita X(f)
centrado em uma frequéncia £,

X(t)= X, (t)cos(2nft)+ Xq(t)sen(2nf,t)

X|(f) e X(t) = componentes em fase e quadratura de X(f), respectivamente.
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Obtengéo de X(t) e X(t) (@ menos de um fator de escala):

AN A AL
-2f, 0 o, f

0 f
%) fltro X2

passa-baixas

X( fito | Xolt)2
—»( X > —>
passa-baixas

sen(2nf f)
cos(a) = [exp(ja) + exp(ja)]/2

sen (a) = [exp(ja) - exp(ja))/2j

i t) cos(2nf t)
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Suponha que o processo aleatodrio de faixa estreita X(t) tenha as seguintes
caracteristicas:

1) a densidade espectral de poténcia de X(t) satisfaz a condicao:
S,(H=0  para | f|<f.-W e |f|>f+W

4 Sy(f)
>
-, - f R f
2W

P . T ‘A . 2
2) o processo X(t) € gaussiano com média zero e variancia o, , a
caracteristica de média zero € uma consequéncia direta do fato de
X(t) ser de faixa estreita.
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Propriedades dos processos aleatorios X(t) e X(f):

1) A componente em fase X|(f) e a componente em quadratura X(t) de
um processo aleatorio X(f) sdo ambas processos aleatoérios de faixa
estreita.

| A componente em fase X(f) e a componente em quadratura X(t) de
um processo aleatdrio X(f) possuem densidades espectrais de
poténcia relacionada com a de X(f) como se segue:

Sx(f—fy)+Sx(f+f,) -W <f<W

Sx, (f)=Sx, (f)=
0 fora
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Prova:

X(1) filtro Xi(1)/2

passa-baixas

X (1) cos(2nf t)

—»( X > —>
passa-baixas

sen(2nf t)

Podemos extrair X(f) e X(f) de X(t) como se segue:
Obtém-se X,(t) = X(t)cos(2nf 1)
X,(t) = X(t)sen(2nf )

i %(1) fltro Koll)/2

onde as fases das duas portadoras senoidais foram feitas iguais a zero por
conveniéncia.
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X, (1) é filtrado por um FPB de faixa igual a W, resultando em X(f)/2.

X,(t) € filtrado por um FPB de faixa igual a W, resultando em X(f)/2.

com a do processo aleatorio de faixa estreita X(f) como se segue:
1
Sx,(F) = [Sx(F~%o)+ Sx(F +15)

A parte de que cai dentro da faixa de passagem do FPB no caminho superior

| A densidade espectral de poténcia do processo modulado X,(f) € relacionada
‘ da figura define a densidade espectral de poténcia de X(t)/2.
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Assim, pode-se expressar a densidade espectral de poténcia da componente
em fase como:

Sx(f—fy)+Sx(f+f) -W<f<W

Sx, (f)=
0 fora

Usando o mesmo argumento desenvolvido acima podemos obter a densidade
espectral de poténcia da componente em quadratura:

SXQ (f) =
0 fora

QED

| Sx(f—fy)+Sx(f+f;) -W <f<W
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3) A componente em fase X(f) e a componente em quadratura X(f)
possuem a mesma media e a mesma variancia do processo aleatorio
X(t) de faixa estreita.

Prova:

EIX(t)] = 0 = E[X,(f)] = 0 e E[X,()] =0 = E[X|(t)] = 0 e E[X(t)] = O (versdes
filtradas de X,(t) e X,(1)).

Como E[X(f)] = E[X(f)] = 0 = variancia = valor quadratico médio = area total
sob a curva do espectro de poténcia:

9 2 w fo+W fo+W 5
o2 =o :J[Sx(f—fc)+SX(f+fC)]df: Sx(F — 1o )af + | Sx (F + £, )df = 52
X " Xa oy £ “w

c—W fo

onde G%( € a variancia do processo X(t) de faixa estreita de média zero.

| Como E[X(t)] = 0 = variancia de X(t) = valor quadratico médio.



EE-881 - Principios de Comunicagées I DECOM-FEEC-UNICAMP

Se 0 processo aleatdrio de faixa estreita X(f) € gaussiano = X((f) e X(f) séo
incorrelatas e gaussianas = X|(f) e X,(f) sao estatisticamente independentes.

Seja Y e Z variaveis aleatorias obtidas observando os processos aleatorios
gaussianos X(t) e X(f) em um tempo fixo t.

As funcdes densidade de probabilidade destas variaveis aleatérias com média

| Zero e variancia Oy sao;

fr(y)=— expi
Y \/TRGX 252

X

1 2
f2(z)=———exp %
2mo x 2c5§(

onde Y e Z sao variaveis aleatorias estatisticamente independentes.
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Entao, a funcao densidade de probabilidade conjunta de Y e Z é dada por:

fyz (y, Z) =fy (y)fZ (Z) _ ’IzeXp[_ (y2 + 22 )]

2
276 X 2c X

Outra importante implicacao destas propriedades é que podemos construir um
processo gaussiano de faixa estreita X(f) por meio do seguinte esquema:

| X(t)/2
>(>€ l
| N0

cos(2nf ) — >

i

X
X(1)/2

sen(2nf f)
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Processos gaussiano passa-baixas X|(f) e X(f) gerados por duas fontes
independentes.

X|(t) e X,(f) possuem media zero e mesma variancia do processo X(f).

Os processos X|(f) e X,(f) sdo modulados individualmente por um par de
portadoras senoidais em fase e em quadratura.

| Os processos modulados resultantes sdo entdo somados para produzir o
| processo gaussiano de faixa estreita X(1) .
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Exemplo: Processo ruidoso gaussiano branco S,(f
A

Ny/2

Densidade espectral de poténcia = cte

Il 4

| Qualquer duas amostras sao estatisticamente independentes.
Suposigao: media = 0 e densidade espectral de poténcia = N,/2.
Processo ruidoso é filtrado por um filtro ideal de faixa estreita resultando em um
processo gaussiano de faixa estreita com média = 0 e densidade espectral de
poténcia:

oW ASx()

Ny/2
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Caracteristicas estatisticas das componentes em fase e em quadratura de X():

Seguindo o procedimento dado na propriedade 2 obtemos o espectro de
poténcia da componente em fase X|(f) e da componente em quadratura X(?):

1S = Sl
NO

>
f

W o w
Assim, as variancias dos processos X(t), X/(t) e X(t) séo idénticas e dadas por:
2 _

As médias dos processos X(t), X|(t) e X(t) sdo idénticas e iguais a zero.
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Entdo, as funcdes densidade de probabilidade das variaveis aleatérias Y e Z
obtidas pela observagao de X((f) e X(t) , respectivamente, em um tempo fixo
sao dadas por:

)= exp Y
2 /iNgW | 4NW
S N .5
2 /iNgW | 4NW
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I 15. ENVOLTORIA E FASE DO PROCESSO ALEATORIO DE FAIXA
ESTREITA

Processo aleatério de faixa estreita X(t) pode ser representado pelas suas
componentes de envoltdria e fase, isto €,

X(t) = A(t)cos[2nf t + D(t)]

onde A(t) é a envoltoria e ®(t) € a fase.

Relagdo com as componentes em fase X(t) e em quadratura X(f) do processo
X(1):

Alt) = J X2(t)+ X2(t)

d)(t)=arctan{>>((0(t)}
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Seja R e Y variaveis aleatodrias obtidas observando os processos aleatérios
A(t) e ©(t) , respectivamente, em um tempo fixo.

Seja Y e Z variaveis aleatorias obtidas pela observagdo de X(f) e X(f) ,
respectivamente, no mesmo tempo acima.

Relacao entre as funcdes densidade de probabilidade de R e ¥ com as
funcdes densidade de probabilidade de Ye Z:

b2l K ()= exp[—(yzﬂz)]

202

271G X X

| Funcao densidade de probabilidade conjunta de Ye Z:
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A probabilidade conjunta da variavel aleatéria Y estar entre y e y+dy e da
variavel aleatoria Z estar entre z e z+dz € dada por:

A dy
P
I dz
J
: —»>
y
2 2
s 7y, 2)dydz = - exp _(y ;Z ) dydz
) TCGX ZGX
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Observando a figura abaixo, temos que:

y = rcos(y)

z =rsen(y)

r e v sao valores amostras das variaveis aleatorias R e ¥, respectivamente.
No caso limite, temos:

dydz = r drdvy
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Entao, a probabilidade das variaveis aleatérias R e ¥ estarem dentro da area da

figura anterior € dada por:
r 2
5 exp| —=— |drdy

ZTEGX 26X

ou seja, a fungdo densidade de probabilidade conjunta de R e ¥ ¢ dada por:

r _r?
fR,‘P(r’W): 2 exp 2
ZTEGX 26

Esta funcao densidade de probabilidade é independente de y = as variaveis
aleatorias R e ¥'sao estatisticamente independentes, portanto

frow (r,w) = fr(r iy (v)
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Em particular, temos:

¥ é uniformemente distribuida:

1 O0<y<2n
fi () = 127
0 fora

Entdo, a funcdo densidade de probabilidade de R fica:

r -r2
—5 eXp| — r>0

0 fora

A variavel aleatdria que possui a funcao densidade de probabilidade acima é
denominada de variavel aleatéria com distribuicao Rayleigh.
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Para a conveniéncia na apresentacao grafica, fazemos;

V=—

Assim, a distribuicao de Rayleigh no formato padrao fica:

r

| .
I fiy (v)=oxfr(r)

2
vexp{;} v>0

0 fora

<

f\/(v) =<

DECOM-FEEC-UNICAMP
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2 V)

0,8 —
0,6 —

0,4 —

O pico da distribuigdo de Rayleigh f,(v) ocorre para v =1 e € igual a 0,607.

Note que a distribuicao de Rayleigh é zero para valores negativos de v, pois a
funcao envoltdria s6 pode assumir valores positivos.

I 0,2 —



