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1. Introdução

Termo Aleatório: usado para descrever variações erráticas e imprevisíveis 
de um sinal observado.

Sinais em sistemas de comunicações  ⇒ aleatórios

Sinal recebido :

• componente de informação (ex.: sinal de voz)
• componente de interferência aleatória (ex.: ondas eletromagnéticas 

de outros sistemas de comunicações)
• ruído recebido (ex.: ruído térmico)

Características estatísticas de sinais aleatórios  ⇒ Teoria da Probabilidade
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2. Teoria da Probabilidade

Experimento Aleatório:

• o experimento pode ser repetido sob condições idênticas,

• o resultado é sempre imprevisível,

• para um grande número de ensaios, os resultados exibem um padrão 
médio, isto é, uma regularidade estatística.

Exemplo: Jogar uma moeda não polarizada

Resultados possíveis: cara ou coroa
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Freqüência Relativa

Evento A:um dos possíveis resultados de um experimento aleatório

na ⇒ número de vezes que o evento A ocorre em n experimentos

freqüência relativa do evento A =

Regularidade estatística: se para qualquer seqüência de n ensaios, a 
freqüência relativa na/n converge para um mesmo limite quando n se torna 
grande.

Probabilidade do evento A ocorrer:

n
na

( ) 





=

∞→ n
nAP a

n
lim
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Axiomas da Probabilidade:

Experimento ⇒ Espaço

Resultados ⇒ Pontos

Cada resultado associamos a um ponto amostra sk.

Todos os pontos amostra formam o espaço amostral S.

Evento: um ponto amostra ou um conjunto de pontos amostra.

s1

s2

s3

sn

s4

Espaço Amostral
Ponto amostra

Evento
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Exemplo: Jogar um dado

–––•–––––––•–––––––•–––––––•–––––––•–––––––•–––

1    2   3       4     5    6

espaço amostral unidimensional

Espaço amostral (evento certo) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Evento elementar “número 6” = {6}

Evento “número par” = {2, 4, 6}

Evento “número maior que 6” = {  } (evento impossível)
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Sistema Probabilístico consiste de:

Um espaço amostral S de eventos elementares,

Uma classe E de eventos que são subconjuntos de S,

Uma medida de probabilidade P(.) assinalada a cada evento A na 
classe E que possui as seguintes propriedades:

• P(S) = 1

• 0 ≤ P(A) ≤ 1

• Se A+B é a união de dois eventos mutuamente 
exclusivos na classe E, então P(A + B) = P(A) + P(B).
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Propriedades Elementares da Probabilidade:

1)

2) Se m eventos mutuamente exclusivos A1, A2, …, Am possuem a 
propriedade A1 + A2 + … + Am = S , então:

P(A1) + P(A2) + … + P(Am) = 1

Obs.: Quando os m eventos são equiprováveis, temos: P(Ai) = 1/m.

3) Quando os eventos A e B não são mutuamente exclusivos, então a 
probabilidade do evento união  de A com B é igual a:

P(A + B) = P(A) + P(B) – P(AB)

( ) ( )APAP −= 1
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A B

P(AB)

P(A + B) = P(A) + P(B) – P(AB)

P(AB) é a probabilidade conjunta de A e B :

onde nAB = nº de vezes que os eventos A e B ocorrem simultaneamente em n
ensaios.

P(AB) = 0 ⇒ eventos mutuamente exclusivos.

( ) 





=

∞→ n
nABP AB

n
lim

A B
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Probabilidade Condicional

P(B/A) = probabilidade do evento B ocorrer dado que o evento A ocorreu:

nAB = número de vezes em que os eventos A e B ocorrem simultaneamente 
em n ensaios.

nA = o número de vezes que o evento A ocorre em n ensaios.

nAB/nA ≤ 1 representa a freqüência relativa do evento B dado que A ocorreu. 
Então, para n grande temos:

Então podemos re-escrever P(B/A) como:

De forma similar, obtemos:
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Regra de Bayes:

para P(A) ≠ 0.

Note que se P(B/A) = P(B), então

P(AB) = P(A)P(B)

logo  P(A/B) = P(A).

( ) ( ) ( )
( )AP

BPBAPABP // =
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EXEMPLO: Canal Binário Simétrico

Probabilidades a priori de se enviar 0 ou 1:

A0 = 0                     P(A0) = p0

A1 = 1                     P(A1) = p1

Probabilidades condicionais de erro:

P(B1/A0): Probabilidade de receber 1 dado que o 0 foi enviado

P(B0/A1): Probabilidade de receber 0 dado que o 1 foi enviado

A0

A1

B0

B1

1-p

1-p

p

p

Fonte

binária

0

1

P(B1/A0) = P(B0/A1) = p
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Probabilidades a posteriori:

P(A0/B0): probabilidade do 0 ter sido enviado dado que o 0 foi recebido

P(A1/B1): probabilidade do 1 ter sido enviado dado que o 1 foi recebido

P(B0/A0) + P(B1/A0) = 1

Então,

P(B0/A0) = 1 – p

De modo similar:

P(B1/A1) = 1 – p

A0

A1

B0

B1

1-p

p
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Assim, podemos deduzir que:

a) A probabilidade de receber o 0 é dada por:

P(B0) = P(B0/A0)P(A0) + P(B0/A1)P(A1) = (1 – p)p0 + pp1

b) A probabilidade de receber o 1 é dada por:

P(B1) = P(B1/A0)P(A0) + P(B1/A1)P(A1) = pp0 + (1 – p)p1

Portanto, utilizando a regra de Bayes, obtemos:
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3. VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Variável   ⇒ Experimento
Valor da variável ⇒ Resultado do experimento

Assim, se o resultado do experimento é s ⇒ a variável aleatória é denotada 
X(s) ou simplesmente X.

Exemplo: Jogar um dado

Evento: mostrar os k pontos da face quando o dado é jogado

k = 1, 2, 3, 4, 5, 6

Função X(k) = k ⇒ variável aleatória (discreta) 
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Uma variável aleatória X é dita discreta se ela assume somente um número 
finito de valores em um intervalo de observação finito.

Se a variável aleatória X puder assumir qualquer valor em um intervalo de 
observação finito, ela é chamada de uma variável aleatória contínua.

Exemplo: Variável aleatória X que representa uma tensão de ruído é contínua.

X(k)

k
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Definição probabilística de variável aleatória:

X = variável aleatória

P(X ≤ x) = probabilidade do evento X ≤ x, para um dado valor x.

Função cumulativa ou função distribuição da variável aleatória:

FX(x) = P(X ≤ x)

Propriedades:

1. 0 ≤ FX(x) ≤ 1,

2. FX(x1) ≤ FX(x2) para x1 ≤ x2 (monótona não decrescente).

Note que FX(∞) = 1 ⇒ evento certo

FX(–∞) = 0 ⇒ evento impossível 
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( ) ( )xF
dx
d

xf XX =

Função densidade de probabilidade:

O nome função densidade vem do fato de que, se x1 < X ≤ x2, então

Assim,

ou seja, a função densidade de probabilidade é sempre uma função não-
negativa com a área total sob a sua curva igual a 1.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫=−=≤−≤=≤<
2

1
121221

x

x
XXX dxxfxFxFxXPxXPxXxP

( ) 1=∫
∞

∞−
dxxfX
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Exemplo: Distribuição uniforme

Considere a variável X definida por:

onde b > a.

Uma variável aleatória X com a função densidade de probabilidade acima é
denominada uniformemente distribuída.
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Duas variáveis aleatórias X e Y:

Função distribuição conjunta:

Função densidade de probabilidade conjunta:

Assim,

A função distribuição da variável X pode ser obtida fazendo:

Diferenciando ambos os lados da FX(x) acima com relação a x, obtemos

( ) ( )yYxXPyxF YX ≤≤= ,,,
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yx

yxF
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Análise similar vale para fY(y).

fX(x) e fY(y) são denominadas de densidades de probabilidade marginais.

Suponha que X e Y sejam variáveis aleatórias contínuas com função 
densidade de probabilidade conjunta igual a fX,Y(x,y).

A função densidade de probabilidade condicional de Y dado que X = x é
definida por:

desde que a densidade de probabilidade marginal fX(x) > 0.

( ) ( )
( )xf

yxf
xXyf

X

YX
Y

,
/ ,==
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fY(y/X=x) 

y

xx

fX,Y(x,y) 

Note que, se as variáveis aleatórias X e Y forem estatisticamente 
independentes, o conhecimento do resultado de X não afeta a distribuição de 
Y, isto é,

Nesta condição, podemos expressar a função densidade de probabilidade 
conjunta como:

( ) ( )yfxXyf YY ==/

( ) ( ) ( )yfxfyxf YXYX =,,
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Médias estatísticas:

A média ou valor esperado da variável X é definida por:

onde E[ · ] denota o operador expectativa.

A média ou valor esperado de uma função g(X) é definida por:

[ ] ( )∫
∞

∞−
== dxxxfXEm XX

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−
= dxxfxgXgE X
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Para o caso especial, onde g(X) = Xn, obtemos o n-ésimo momento da 
distribuição de probabilidade da variável aleatória X, isto é,

Valor quadrático médio, quando n = 2: 

Momentos Centrais são os momentos das diferença entre a variável X e sua 
média mX:

Variância para n = 2:

Desvio padrão: σ

[ ] ( )∫
∞

∞−
= dxxfxXE X

nn

[ ] ( )∫
∞

∞−
= dxxfxXE X

22

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−
−=− dxxfmxmXE X

n
X

n
X

[ ] ( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−
−=−=σ= dxxfmxmXEXVar XXXX

222

X
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Var(X) é uma medida da “dispersão” da variável X.

A variância  essencialmente restringe a largura efetiva da função densidade de 
probabilidade de uma variável aleatória X em torno da sua média mX.

Desigualdade de Chebyshev:

ε = número positivo.

Portanto, a média e a variância de uma variável aleatória dá uma descrição 
parcial de sua distribuição de probabilidade.

( ) 2

2

ε

σ
≤ε≥− X

XmXP
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O operador E[·] é linear, isto é, o valor esperado da soma de duas variáveis é
igual a soma dos valores esperados individuais.

Então, podemos expandir E[(X – mX)2] usando a linearidade de E[·] :

Portanto, se mX = 0 ⇒ Var[X] = E[X2].

( )[ ] [ ] [ ] [ ] 222222 22 XXXXXX mmXEXEmXmXEmXE +−=+−=−=σ

[ ] 222
XX mXE −=σ



DECOM-FEEC-UNICAMPEE-881 – Princípios de Comunicações I

Função Característica da distribuição de probabilidade da variável 
aleatória X:

onde v é um número real.

A função característica é uma média estatística que pode ser considerada 
como a transformada de Fourier (a menos do sinal na exponencial) da função 
densidade de probabilidade fX(x).

Como v ⇔ x desempenham o mesmo papel de 2πf ⇔ t, podemos deduzir 
que:

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−
==φ dxjvxxfjvXEv XX expexp

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−φ

π
= dvjvxvxf XX exp

2
1
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Exemplo: Média e variância de X com distribuição uniforme

Função densidade de probabilidade: 

média:

⇒ mX é portanto a média aritmética de seus limites a e b.

valor quadrático médio de X:

variância de X:

( )
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Exemplo: Soma de duas variáveis aleatórias independentes X e Y:

Z = X + Y

função característica de Z:

como X e Y são estatisticamente independentes, temos:

por analogia com a análise de Fourier (produto em freqüência ⇔ convolução
no tempo), temos que a função densidade de probabilidade de Z é dada por:

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ]jvYjvXEYXjvEvZ expexpexp =+=φ

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )vvjvYEjvXEv YXZ φφ==φ expexp

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ηηη−= dfzfzf YXZ
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Momentos conjuntos

Variáveis aleatórias: X e Y.

Momentos conjuntos = valor esperado de XjYk, onde j e k são inteiros 
positivos:

quando j = k = 1 ⇒ correlação = E[XY].

Covariância de X e Y :

[ ] ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
= dxdyyxfyxYXE XY

kjkj ,

Cov[XY] = E[(X – mx)(Y – my)] = E[XY] – mXmY

X e Y são incorrelatas se e somente se Cov[XY] = 0.

X e Y são ortogonais se e somente se E[XY] = 0.
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Prova:  Cov[XY] = E[XY] – mXmY

Cov[XY] = E[(X – mX)(Y – mY)]

= E[XY – mXY – XmY + mXmY]

= E[XY] – mX E[Y] – E[X]mY + mXmY

= E[XY] – mX mY – mXmY + mXmY

= E[XY] – mXmY

Seja σX e σY o desvios padrão de X e Y, respectivamente. A covariância de 
X e Y normalizada em relação a  σXσY é denominada de coeficiente de 
correlação de X e Y:

[ ]
YX

XY
XYCov
σσ

=ρ
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Exemplo: Z = variável aleatória uniformemente distribuída dada por:

Seja X = Z e Y = Z2, então Y e X não são estatisticamente independentes.

X e Y são incorrelatas ?

Média de X:

Média de Y:

As variáveis aleatórias X e Y são incorrelatas mesmo embora elas não sejam 
estatisticamente independentes.

( )
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4. Distribuição Gaussiana

Variável aleatória gaussiana: muito utilizada em comunicações.

Variável aleatória gaussiana X de média mX e desvio padrão σX possui função 
densidade de probabilidade dada por:

Prova de que fX(x) é uma função densidade de probabilidade:

1) fX(x) ≥ 0

2)

onde                         (mudança de variável).

( ) ( )
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A função distribuição da variável aleatória gaussiana X é dada por:

FX(x) pode ser calculada para um dado valor de x específico através de tabelas 
da função erro que é definida por:

erf(0) = 0

erf(∞) = 1

( ) ( )∫ ∞−
ξ













σ

−ξ
−

σπ
=

x

X

X
X

X dmxF 2

2

2
exp

2
1

( ) ( )∫ −
π

=
u

dzzu
0

2exp2erf

FX(x)

0,5

1,0

xmX
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Usando a simetria de fX(x) e utilizando uma simples mudança de variáveis, 
obtemos:

Exemplo: Desejamos obter a probabilidade da variável aleatória gaussiana X
se encontrar dentro do intervalo mX – kσX < X ≤ mX + kσX .

k = constante

Propriedade: erf(–u) = –erf(u)

Para k = 3: 
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Função complementar da função erro:

Relação entre as funções erro:  erfc(u) = 1 – erf(u).

Função erro:

( ) ( )∫
∞

−
π

=
u

dzzu 2exp2erfc

( ) ( )∫ −
π

=
u

dzzu
0

2exp2erf
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TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Seja X1, X2, …, Xn, um conjunto de variáveis aleatórias que satisfaz as 
seguintes exigências:

a) Xk são estatisticamente independentes (k = 1, 2, … n),

b) Todas as variáveis Xk possuem a mesma função densidade de 
probabilidade,

c) Existe a média e a variância para cada Xk.

Define-se uma nova variável aleatória Y:

∑
=

=
n

k
kXY

1
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Então, o teorema do limite central diz que a variável aleatória normalizada:

se aproxima de uma variável aleatória gaussiana com média zero e variância 
unitária à medida que o número n de variáveis aleatórias X1, X2, …, Xn, 
aumenta.

Note que

[ ]
Y

YEYZ
σ
−

=

[ ] [ ]∑
=

=
n

k
kXEYE

1

[ ] ∑
=

σ==σ
n

k
XY k
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1

22
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Exemplo: Soma de n variáveis aleatórias uniformemente distribuídas

Logo,

Então,

∑
=

=
n

k
kXY

1

xk1/a-1/a

fXk(xk)

a/2
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5. Transformação de variáveis aleatórias

Problema: Determinar a função densidade de probabilidade de uma variável 
aleatória Y que é obtida por uma transformação um-para-um de uma dada 
variável aleatória X.

Caso mais simples: Y é uma função diferenciável monótona crescente g de X:
Y = g(X)

Neste caso, temos

onde h é a transformação inversa h(y) = g–1(y).

( ) ( ) ( )( ) ( )( )yhFyhXPyYPyF XY =≤=≤=

xx = h(y)

y = g(x)

Y
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Supondo que X possua uma função densidade de probabilidade fX(x) 
conhecida, então:

Diferenciando ambos os lados com relação a variável y, obtemos

Supondo agora que g é uma função diferenciável monótona decrescente com 
sua inversa igual a h, podemos escrever que

Diferenciando, temos

onde a dh/dy é negativa nesta expressão.

( ) ( )
( )

∫ ∞−
=

yh
XY dxxfyF

( ) ( )( )
dy
dhyhfyf XY =

( ) ( )
( )∫

∞
=

yh
XY dxxfyF

( ) ( )( )
dy
dhyhfyf XY −=
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Assim, podemos expressar as duas equações de função densidade de 
probabilidade (PDF) em uma única fórmula:

para uma função diferenciável um-para-um de uma dada variável aleatória.

( ) ( )( )
dy
dhyhfyf XY =
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Exemplo: Transformação de lei quadrática

Y = X2

X gaussiana com média 0 e variância =

PDF de Y = ? 

assim,

Além disso, a transformação inversa não possui valor único, pois

Assim, valores positivos e negativos de x contribuem para y.

Suponha que desejamos a probabilidade de Y ≤ y, onde y ≥ 0, então

σ y

xyy−

Y

2
X

( ) 0            0 <=≤ yyYP

( ) 0            0 <= yyFY

( ) yyhx ±==

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫∫
−

∞−∞−
−=

−≤−≤=≤≤−=≤

y
X

y
X dxxfdxxf

yXPyXPyXyPyYP

             



DECOM-FEEC-UNICAMPEE-881 – Princípios de Comunicações I

( ) ( ) ( )[ ]yfyf
y

yf XXY −+=
2

1

Diferenciando em relação a y ambos os lados da expressão anterior, obtemos

Note que

assim, obtemos

( ) 













σ
−

σπ
= 2

2

2
exp

2
1

Xx
X

xxf

y

fY(y)

0

( )

( ) 0                                           0

0              
2

exp
2

1
2

<=

≥













σ
−

σπ
=

yyf

yy
y

yf

Y

Xx
Y

A função densidade de probabilidade acima é conhecida como função 
densidade chi-quadrada quando ela é escrita em função da variável χ2 = y.
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6. PROCESSOS ALEATÓRIOS

Análise estatística de sistemas de comunicações  ⇒ caracterização de 
sinais aleatórios, tais como: sinais de voz, TV, dados digitais e ruído elétrico.

Propriedades destes sinais aleatórios:

• são funções do tempo, definidas sobre um intervalo.

• antes de realizar o experimento, não é possível descrever com 
exatidão a forma de onda que vai ser observada.

Portanto, na descrição de sinais aleatórios, cada ponto amostra do espaço
amostral é função do tempo.
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Um processo aleatório X(t) é um “ensemble” de funções no tempo com uma 
regra probabilística que relaciona uma probabilidade a um evento significativo 
associado com uma observação de uma destas funções.

funções amostra: {x1(t), x2(t), …, xn(t)}

x1(t)

t

x2(t)

t

xn(t)

t

s1

s2

sn

Espaço Amostral S
P(s1)

P(s2)

P(sn)

t1 t2
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Instante t1:

• cada ponto sj do espaço amostral S tem associado um número xj(t1) e 
uma probabilidade P(sj).

• a coleção de números x1(t1), x2(t1), …, xn(t1) forma uma variável 
aleatória denotada por X(t1).

Instante t2:

• cada ponto sj tem associado um número xj(t2) e uma probabilidade 
P(sj).

• a coleção de números x1(t2), x2(t2), …, xn(t2) forma uma variável 
aleatória denotada por X(t2).

Variável aleatória: resultado de um experimento é mapeado em um número.

Processo aleatório: resultado é mapeado em uma onda que é função do 
tempo.
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Vetores aleatórios obtidos a partir de processos aleatórios:

Processo aleatório X(t) ⇒ número infinito de variáveis aleatórias, uma para 
cada instante de tempo t (-∞ < t < ∞).

= função distribuição da variável aleatória X(t1).( )

X(t1) = variável aleatória obtida pela observação do processo aleatório X(t) 
no tempo t1.

Então, para k instantes de tempo t1, t2, ..., tk, pode-se definir k variáveis 
aleatórias X(t1), X(t2), ..., X(tk), respectivamente.

Assim, pode-se definir a função distribuição conjunta como sendo:

( )11 xF tX

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )kkktXtXtX xtXxtXxtXPxxxF k ≤≤≤= ,,,,,, 221121,,, 21 LLL
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Notação mais conveniente: Vetorial

Vetor de variáveis aleatórias:

Vetor de resultados das variáveis aleatórias:

Notação para a função distribuição conjunta: FX(t)(x)

Para um dado ponto amostra sj, as componentes do vetor X(t) representam 
os valores da função amostra xj(t) observada nos tempos t1, t2, ..., tk.

( )

( )
( )

( )

















=

ktX

tX
tX

M
2

1

tX



















=

kx

x
x

M
2

1

x
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A função densidade de probabilidade conjunta do vetor aleatório X(t) é dada por:

Esta função é sempre não negativa, com o volume sob ela igual a 1.

Exemplo: Probabilidade de uma onda x(t) de um processo X(t) passar por k
janelas.

Desejamos a probabilidade do evento conjunto: A = {ai < X(ti) < bi}, i = 1, 2, ..., k.
Se conhecemos a função densidade de probabilidade conjunta, temos:

( )( ) ( )( )xx tXtX F
xxx

f
k

k

∂∂∂
∂

=
L21

ttkt2t1

b1

a1

b2

a2

bk

ak
x(t)

( ) ( )( )∫ ∫ ∫=
1

1

2

2
21

b

a

b

a

b

a
k

k

k
dxdxdxfAP LL xtX
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7.  ESTACIONARIDADE:

Um processo aleatório X(t) é dito estritamente estacionário se a função 
densidade de probabilidade conjunta fX(t)(x) for invariante a deslocamentos da 
origem do tempo, isto é,

para todo conjunto de instantes {ti}, i = 1, 2, ..., k e qualquer deslocamento T.

Processos aleatórios estacionários são freqüentemente encontrados na prática.

Muitas de suas propriedades são comumente descritas pelo primeiro e 
segundo momentos.

( )( ) ( )( )xx TtXtX += ff
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Exemplo: Processo aleatório estritamente estacionário X(t)

A probabilidade de um conjunto de funções amostra passar pelas janelas da 
primeira figura é igual a probabilidade de um conjunto de funções amostra 
passar pelas janelas deslocadas no tempo da segunda figura.

Não é necessário que os conjuntos de funções amostras sejam iguais.

ttkt2t1

b1

a1

b2

a2

bk

ak

ttk +Tt2 +Tt1 +T

b1

a1

b2

a2

bk

ak
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8.  MÉDIA, FUNÇÃO DE CORRELAÇÃO E FUNÇÃO COVARIÂNCIA

Distribuição de probabilidade de processos aleatórios ⇒ difícil de encontrar!!!

Descrição parcial do processo aleatório: média, função de autocorrelação e 
função de autocovariância.

Seja X(t) um processo aleatório estritamente estacionário e seja X(tk) uma 
variável aleatória obtida pela observação de X(t) no instante tk. 

Então define-se:

Média de X(t):

mX = E[X(tk)] = cte         para qualquer tk.

Notação simplificada: mX = E[X(t)] = cte            para um valor fixo de t.
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Função de autocorrelação de X(t):

RX(tk – tj) = E[X(tk)X(tj)] para qualquer tk e tj
ou

RX(τ) = E[X(t)X(t-τ)] onde τ = tk - tj

A função de autocorrelação para processos estacionários é independente da 
origem dos tempos. 

X(tk) e X(tj) são v.a. obtidas do processo X(t) nos instantes tk e tj, 
respectivamente.

Função de Autocovariância:

KX(tk– tj) = E[(X(tk) – mX)(X(tj) – mX)]       qualquer tk e tj

Simplificando a notação:

KX(τ) = E[(X(t) – mX)(X(t - τ) – mX)] 
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Para um processo estacionário, temos:

KX(τ) = RX(τ) – (mX)2

Se o processo possui média zero, então KX(τ) = RX(τ) .

Descrição parcial de um processo aleatório: média e função de 
autocorrelação.

Um processo aleatório é denominado estacionário de sentido amplo (wide-
sense stationary - WSS) se ele não for estritamente estacionário mas 
satisfizer as seguintes três condições:

1. A média do processo é constante.

2. A função de autocorrelação do processo é independente 
de um deslocamento da origem dos tempos.

3. A função de autocorrelação para τ = 0 é finita.
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Propriedades da autocorrelação para processo estacionário no sentido amplo:

a)   RX(τ) = RX(-τ)

b)   RX(0) = E[X 2(t)]

c)  RX(τ)≤ RX(0)
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Significado físico da função de autocorrelação:

• RX(τ) fornece um modo de descrever a interdependência de duas 
variáveis aleatórias obtidas pela observação de um processo aleatório
X(t) em instantes separados de τ segundos.

• Quanto mais rápido X(t) varia no tempo mais rapidamente RX(τ) 
decresce de seu máximo RX(0) quando τ aumenta.

RX(τ)
Processo aleatório 
com flutuação lenta

τ
Processo aleatório 
com flutuação rápida
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Flutuação lenta:

t

t

Flutuação rápida:
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Tempo de Descorrelação τ0: 

É o tempo necessário para que a magnitude da função de autocorrelação RX(τ)
de um processo aleatório X(t) estacionário no sentido amplo com média zero 
caia para 1% de seu valor máximo RX(0).

Exemplo: Cálculo da autocorrelação de uma onda senoidal com fase aleatória

A e fc são constantes e fase com distribuição uniforme:

( ) ( )Θ+π= tfAtX c2cos

( )






 π≤θ≤
π=θΘ

fora                  0

20                
2
1

f
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Função amostra do processo aleatório:

Obs.: θ é uma constante para cada função amostra.

A função de autocorrelação é dada por:

cos(a)cos(b) = [cos(a + b)+cos(a - b)]/2.

( ) ( )θ+π= tfAtx c2cos

( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]τπ+Θ+τπ+π=

Θ+πΘ+τ+π=τ+=τ

ccc

ccX

fEAftfEA

tfAtfAEtXtXER

2cos
2

224cos
2

          

2cos2cos

22

( ) θ
π

θ+τπ+π∫
π

cc dftf
2
1224cos

2

0
( ) ( )τπ+=τ cX fAAR 2cos

22

22

= 0 RX(τ)

τ

1/fc

( ) ( )τπ=τ cX fAR 2cos
2

2
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Exemplo: Onda binária aleatória

X(t): processo composto de uma seqüência aleatória de símbolos binários 0 e 1

Função amostra: x(t):

Assumimos que:

• 1 e 0 ⇔ +A e –A, respectivamente, de duração T segundos.

• o instante td de início do primeiro pulso é equiprovável no intervalo [0, T]. 
Portanto, td é um valor amostra de uma variável aleatória Td
uniformemente distribuída com função densidade de probabilidade:

t

tdT

-A

A

x(t)

( )






 ≤≤
=

fora                  0

0                1 Tt
Ttf

d
dTd
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• no intervalo de tempo (n -1)T < t – td < nT, onde n é um inteiro, temos 
que P(0) = P(1) ⇒ +A e –A são equiprováveis.

Então,  E[X(t)] = 0.

Função de autocorrelação de X(t):

onde X(tk) e X(tj) são variáveis aleatórias obtidas do processo X(t) nos instantes 
tk e tj, respectivamente.

1º caso: | tk - tj | > T ⇒ X(tk) e X(tj) ocorrem em intervalos de pulso diferentes e 
são portanto independentes.

( ) ( ) ( )[ ]jkjkX tXtXEttR =−

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 0== jkjk tXEtXEtXtXE
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( ) ( )[ ] ( )












 −
−=== ∫∫

−−−−

T
tt

Adt
T

AdttfAtXtXE jkttT
d

ttT
ddTjk

jkjk
d 11 2

0
2

0
2

2º caso: | tk - tj | < T ⇒ X(tk) e X(tj) ocorrem no mesmo intervalo de pulso se e 
somente se o atraso td < T - | tk - tj |. Então o valor esperado condicional é dado 
por:

Fazendo a média deste resultado para todos os valores de td, obtemos:

Então,

( ) ( )[ ]






 −−<
=

fora                   0

                2
jkd

djk
ttTtA

ttXtXE

RX(τ)

τT

A2

-T 0

( )










≥τ

<τ






 τ
−

=τ

T

T
T

A
RX

                                  0

                     12
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Problema:

difícil de se obter!!

( )[ ] ( )( )∫
∞
∞−== dxxxftXEm tXX

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )∫ ∫
∞
∞−

∞
∞− τ−=τ−=τ dxdyyxxyftXtXER tXtXX ,

( ) ( )∫−∞→
= T

TT
dttx

T
tx

2
1

lim

( ) ( ) ( ) ( )∫−∞→
τ−=τ− T

TT
dttxtx

T
txtx

2
1

lim

MÉDIAS NO TEMPO E ERGODICIDADE:

Estimação de um processo aleatório X(t) por:

média:

Autocorrelação: 

Média no tempo :

onde x(t) é uma função amostra do processo X(t).

Autocorrelação no tempo:

Note que <x(t)> e <x(t)x(t – τ)> são variáveis aleatórias pois dependem de x(t).

Em geral, médias de ensemble e no tempo não são iguais!!!
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Processos Ergódicos

Um processo aleatório X(t) é denominado ergódico, na sua forma mais geral, 
se todas as suas propriedades estatísticas puderem ser determinadas de uma 
função amostra representante de uma possível realização do processo.

Um processo aleatório para ser ergódico é necessário que seja estritamente 
estacionário.

Entretanto, nem todo processo estacionário é ergódico.

Em geral, não se está interessado em todas as médias de ensemble de um 
processo aleatório  ⇒ só média e função autocorrelação  ⇒ definição de
ergodicidade em um sentido mais limitado.
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Ergodicidade da Média:

média no tempo = média de ensemble

<x(t)> = mX

Condição necessária e suficiente para um processo aleatório ser ergodico
na média:

Ergodicidade na Função de Autocorrelação:

autocorrelação no tempo = autocorrelação de ensemble

<x(t) x(t-τ)> = RX(τ)

Condição necessária e suficiente para um processo aleatório ser ergódico
na função de autocorrelação:

( ) ( ) ∞→→τ−∫ Tdttxtx
T

 
T

-T
 quando  0

2
1estimador do variância

( ) ∞→→∫ Tdttx
T

 T
-T

 quando  0
2
1

estimador do variância
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Exemplo:  Onda Senoidal com Fase Aleatória

Processo senoidal: X(t) = cos(2πfct + Θ)

A e fc = ctes e Θ = uniformemente distribuída entre 0 e 2π:

Média do processo aleatório:

Função de autocorrelação do processo aleatório:

( )






 π≤θ≤
π=θΘ

fora                  0

20                
2
1

f

( ) ( ) ( ) 02cos
2

2cos
2

0
=θθ+π

π
=θθθ+π= ∫∫

π∞

∞−
Θ dtfAdftfAm ccX

( ) ( )τπ=τ cX fAR 2cos
2

2
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Seja x(t) uma função amostra do processo aleatório, então:

x(t) = A cos(2πfct + θ)

Média no tempo do processo é:

Função de autocorrelação no tempo do processo:

usando a relação trigonométrica para produto de co-senos e integrando, obtemos

Assim, as médias do ensemble e as médias temporais do processo são idênticas, 
portanto este processo é ergódico na média e na função de autocorrelação.

( ) ( )∫−∞→
=θ+π=

T

T
c

T
dttfA

T
tx 02cos

2
1lim

( ) ( ) ( )( ) ( )∫−∞→
θ+πθ+τ−π=τ−

T

T
cc

T
dttfAtfA

T
txtx 2cos2cos

2
1lim

( ) ( ) ( )τπ=τ− cf
Atxtx 2cos
2

2
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9.  TRANSMISSÃO DE PROCESSO ALEATÓRIO POR FILTRO LINEAR

Filtro linear invariante no tempo:

X(t): processo aleatório estacionário no sentido amplo na entrada do filtro

Y(t): processo aleatório na saída do filtro

Distribuição de probabilidade de Y(t) ⇒ difícil de determinar, mesmo 
conhecendo a distribuição de probabilidade de X(t) entre – ∞ < t < ∞.

Resposta
Impulsiva 
h(t)

X(t) Y(t)
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Obtenção da média e da função de autocorrelação de Y(t) em termos da 
média e da função de autocorrelação de X(t).

X(t) = estacionário no sentido amplo.

Média de Y(t):

Se E[X(t)] for finita para todo t e o sistema for estável, podemos escrever:

Quando X(t) é WSS, a média é constante = mX, então:

onde H(0) é a resposta em freqüência do sistema para f = 0.

( ) ( )[ ] ( ) ( )











ττ−τ== ∫

∞

∞−
dtXhEtYEtmY

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−
ττ−τ=ττ−τ= dtmhdtXEhtm XY

( ) ( )0Hmdhmm XXY =ττ= ∫
∞

∞−
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Função de autocorrelação do processo aleatório de saída Y(t):

Considerando que o sistema é estável e que E[X2(t)] é finita, podemos re-
arranjar a expressão acima:

Quando X(t) é WSS, temos τ = t – u, assim

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )











ττ−τττ−τ== ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
222111, duXhdtXhEuYtYEutRY

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

τττττ−τ−=












ττττ−ττ−=

212121

212211

            

,

ddhhuXtXE

ddhuXhtXEutRY

[ ]21, τ−τ− utRX

( ) [ ] ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
τττττ−τ−τ=τ 212121 ddhhRR XY
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Como RY(0) = E[Y2(t)], então o valor quadrático médio do processo aleatório 
Y(t) de saída é dado por:

Resumindo:

Para processos aleatórios WSS em sistemas lineares no domínio do tempo:

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) constante0 211221
2 =τττ−τττ== ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
ddRhhtYER XY

h(t)
X(t)

RX(τ)

Y(t)

RY(τ)

( ) [ ] ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
τττττ−τ−τ=τ 212121 ddhhRR XY
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10. DENSIDADE ESPECTRAL DE POTÊNCIA:

Caracterização de processos aleatórios WSS em sistemas lineares no domínio 
da freqüência.

Resposta ao impulso de um sistema linear:

onde H(f) é a função de transferência do sistema linear. Substituindo h(τ1) na 
expressão do E[Y2(t)] , temos

h(t) ⇔ H(f)
X(t) Y(t)

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
π= dfftjfHth 2exp

( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

τττ−ττ











τπ=

τττ−τττ=

211221

211221
2

2exp             ddRhdffjfH

ddRhhtYE

X

X
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( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
τττπτ−ττ= dfddfjRhfHtYE X 211122

2 2exp

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
ττπ−τττπτ= dfdfjRdfjhfHtYE X 2exp2exp 222

2

( )fH∗ ( )fSX

definindo τ = τ2 – τ1, podemos reescrever a expressão acima como:

Assim,

onde SX(f) = densidade espectral de potência ou o espectro de potência de um 
processo aleatório X(t) estacionário no sentido amplo.

Sistema linear invariante no tempo e estável.

Processo aleatório de entrada do sistema linear = WSS .

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−
= dffSfHtYE X

22
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Propriedades da densidade espectral de potência:

Densidade espectral de potência de um processo aleatório X(t) estacionário 
no sentido amplo (relações de Einstein-Wiener-Kintchine):

Logo,

Propriedades:

a) b)

c) d)

( ) ( ) ( ) ττπ−τ= ∫
∞
∞− dfjRfS XX 2exp

( ) ( ) ( )dffjfSR XX τπ=τ ∫
∞
∞− 2exp

( ) ( ) ττ= ∫
∞
∞− dRS XX 0 ( )[ ] ( )dffStXE X∫

∞
∞−=2

( ) 0≥fSX ( ) ( )fSfS XX =−
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Exemplo: Onda senoidal com fase aleatória

A e fc são constantes e fase com distribuição uniforme:

Função de autocorrelação:

Fazendo a transformada de Fourier da autocorrelação, temos:

Área total sob SX(f) = A2/2

R

S

( ) ( )Θ+π= tfAtX c2cos

( )






 π≤θ≤
π=θΘ

fora                  0

20                
2
1

f

( ) ( )τπ=τ cX fA 2cos
2

2

( ) ( ) ( )[ ]ccX ffffAf −δ++δ=
4

2

f

( )cff
A

+δ
4

2
( )cff

A
−δ

4

2
SX(f)

fc-fc
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Exemplo: Onda binária aleatória

Função de autocorrelação:

t

tdT

-A

A

x(t)

τT

A2

-T 0

( )










≥τ

<τ






 τ
−

=τ

T

T
T

A
RX

                                  0

                     12
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Densidade Espectral de Potência:

Área sob a curva SX(f):

( ) ( ) ( ) ( )

( )fTTA

dfj
T

AdfjRfS
T

T
XX

22

2

sinc         

2exp 12exp

=

ττπ−






 τ
−=ττπ−τ= ∫∫ −

∞

∞−

1/T

SX(f)

f0

A2T

-1/T 2/T 3/T-3/T -2/T

( ) 2222 1sinc A
T

TAdffTTA ==∫
∞

∞−
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Generalização:

Note que a densidade espectral de energia de um pulso retangular g(t) de 
amplitude A e duração T é dada por:

Assim, 

Esta equação diz que, para uma onda binária aleatória com símbolos 0 e 1
representados por g(t) e –g(t), respectivamente, a densidade espectral de 
potência SX(f) é igual a densidade espectral de energia do pulso formatador do 
símbolo g(t) dividido pela duração do símbolo T.

( ) ( )fTTAfg
222 sinc=Ψ

( ) ( )
T

f
fS g

X
Ψ

=
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Exemplo: Seqüências de comprimento máximo

São seqüências binárias geradas por um registrador de deslocamento com 
realimentação e com período o mais longo possível.

São geradas por polinômios primitivos (conexões = coeficientes do polinômio).

Número de memórias = 3, gera seqüência de comprimento =23 – 1 = 7.

Generalizando,  número de memórias igual a m, gera seqüência de 
comprimento N = 2m - 1

1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 11 0 111

0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 1 00111 1 100111 1 01001110111

Estado inicial
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Considerarmos que 0 = +A e 1 = -A

Função de autocorrelação de uma seqüência de máximo comprimento é 
periódica com período NT, para valores de τ dentro do intervalo –NT/2 ≤τ≤ NT/2, 
é dada por:

( )













−

≤





 τ

+
−

=τ

período do restante o para                         

            11

2

2

N
A

Tτ
NT

NA

RX

-T T

NT-NT

A2

RX(τ)

τ
-A2/N
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Características da função de autocorrelação:

• um valor de pico distinto

• um natureza periódica

Seqüências máximas lineares = seqüências pseudo-aleatórias = seqüências 
de pseudo-ruído (PN) (adequadas para uso em sincronização entre receptor e 
transmissor).

Seqüências máximas lineares possuem algumas propriedades de uma 
seqüência binária aleatória:

• nº de 1’s por período = nº de 0’s mais um,

• em cada período, 1/2 das saídas consecutivas de mesmo tipo são de 
comprimento 1, 1/4 são de comprimento 2, 1/8 são de comprimento 3, 
etc.

• a função de autocorrelação possui 2 valores.
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A função de autocorrelação consiste de um termo constante = -A2/N mais um 
trem de pulsos triangulares de amplitude A2 + A2/ N, largura = 2T e período = 
NT, no domínio de τ.

Então, tomando a transformada de Fourier de RX(t) obtemos a densidade 
espectral de potência dada por: 

( ) ( )

( ) ∑

∑
∞

≠
−∞=

∞

−∞=







 −δ














 +
+δ=







 −δ














 ++δ−=

0

2
2

2
2

2

2
22

sinc1         

sinc11

n
n

n
X

NT
nf

N
n

N
NAf

N
A

NT
nf

N
n

NN
Af

N
AfS
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1/T

SX(f)

f0-1/T 2/T-2/T

1/NT

Densidade espectral de potência de uma seqüência binária de período 
igual a 7: 

Densidade espectral de potência de uma seqüência binária aleatória infinita:
SX(f)

A2T

f0-2/T -1/T 2/T1/T
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Exemplo:  Processo aleatório X(t) estacionário no sentido amplo modulado

onde a fase Θ é uma variável aleatória uniformemente distribuída entre 0 e 2π.

Autocorrelação de Y(t): ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )τπ
τ

=

Θ+τπ+π+τπ
τ

=

Θ+πΘ+τ+πτ+=

Θ+πΘ+τ+πτ+=

τ+=τ

c
X

ccc
X

cc

cc

Y

fR

ftffER

tftfEtXtXE

tftXtftXE

tYtYER

2cos
2

         

224cos2cos
2

         

2cos2cos         

2cos2cos         

Y(t) = X(t)cos(2πfct + Θ)

( ) ( ) ( )[ ]cXcXY ffSffSfS ++−=
4
1

Densidade espectral de potência de Y(t):
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Transmissão de Processos Aleatórios por Sistemas Lineares:

Relação entre a autocorrelação de entrada e de saída:

Relação entre a densidade espectral de potência de entrada e de saída:

h(t) ⇔ H(f)
X(t)

RX(t)

SX(f)

Y(t)

RY(t)

SY(f)

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞
∞−

∞
∞− τττ+τ−τττ=τ 212121 ddRhhR XY

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fSfHfSfHfHfS XXY
2* ==
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11.  FUNÇÕES DE CORRELAÇÃO CRUZADA:

• não é função par em τ.

• não possui máximo na origem (τ = 0).

• obedece a relação RXY(τ) = RYX(−τ).

( ) ( ) ( )[ ]τ−=τ tYtXERXY

( ) ( ) ( )[ ]τ−=τ tXtYERYX
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Exemplo:  Processos aleatórios modulados em quadratura:

X1(t) = X(t)cos(2πfct + Θ)

X2(t) = X(t)sen(2πfct + Θ)

onde a fase Θ é uma variável aleatória uniformemente distribuída entre 0 e 2π.

Função de correlação cruzada entre X1(t) e X2(t):

Para τ = 0:   R12(0) = 0 ⇒ X1(t) e X2(t) são ortogonais.

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )τπ
τ

=

τπ−Θ+τπ−π
τ

=

Θ+τ−πΘ+πτ−=

Θ+τ−πτ−Θ+π=

τ−=τ

c
X

ccc
X

cc

cc

fR

fftfER

tftfEtXtXE

tftXtftXE

tXtXER

2sen
2

           

2sen224sen
2

           

2sen2cos           

2sen2cos           

2112
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( ) ( ) ( ) ττπ−τ= ∫
∞
∞− dfjRfS XYXY 2exp

( ) ( ) ( ) ττπ−τ= ∫
∞
∞− dfjRfS YXYX 2exp

Densidades espectrais cruzadas:

As funções densidade espectral de potência cruzadas não são 
necessariamente funções reais da freqüência, entretanto, como temos que:

RXY(τ) = RYX(- τ)

a seguinte relação também é válida:

Portanto, a soma de SXY(f) com SYX(f) é real.

( ) ( ) ( )fSfSfS YXYXXY
∗=−=
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Exemplo:  Densidade espectral de potência de Z(t) = X(t) + Y(t)

X(t) e Y(t): processos aleatórios com média zero e WSS.

Função de autocorrelação de Z(t):

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados, temos:

Quando X(t) e Y(t) são descorrelacionados ⇒ SXY(f) = SYX(f) = 0, então 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )τ+τ+τ+τ=

τ−+τ−+τ−+τ−=

τ−+τ−+=τ−=τ

YYXXYX

Z

RRRR

tYtYEtXtYEtYtXEtXtXE

tYtXtYtXEtZtZER

         

         

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fSfSfSfSfS YYXXYXZ +++= 

( ) ( ) ( )fSfSfS YXZ += 
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13.  PROCESSO GAUSSIANO

Suponha a observação de um processo aleatório X(t) por um intervalo que se 
inicia em t = 0 e dura até t = T.

Suponha também que X(t) seja ponderada por uma função g(t) e que este 
resultado seja integrado sobre o intervalo de observação resultando em:

onde Y é denominado de uma funcional linear de X(t).

O valor da variável aleatória Y depende do curso da função argumento g(t)X(t)
sobre o intervalo de observação de 0 a T.

Então, uma funcional é uma quantidade que depende do curso completo de uma 
ou mais funções ao invés de um número discreto de variáveis.

Assim, o domínio de uma funcional é um conjunto de funções admissíveis ao 
invés de uma região de um espaço de coordenadas.

( ) ( )∫=
T

dttXtgY
0
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Se a função de ponderação g(t) for tal que o valor quadrático médio da variável 
aleatória Y seja finito e se Y for uma variável aleatória com distribuição 
gaussiana para todo g(t) nesta classe de funções, então X(t) é denominado de 
um processo gaussiano.

Em outras palavras, o processo X(t) é um processo gaussiano se toda funcional 
linear de X(t) for uma variável aleatória gaussiana.

Quando um processo gaussiano X(t) é amostrado no tempo ti , o resultado é
uma variável aleatória gaussiana X(ti).

Seja m(ti) a média e σ 2(ti) a variância de X(ti) , então a função densidade de 
probabilidade de X(ti) é dada por: 

( )( ) ( )
( )( )
( ) 












σ

−
σπ

=
i

ii
i

itX
t
tmx

t
xf i 2

2

2
exp

2
1
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Processo gaussiano:

possui muitas propriedades que fazem os resultados analíticos 
possíveis;

processos aleatórios produzidos por fenômenos naturais são 
freqüentemente gaussianos;

teorema do limite central fornece uma justificativa matemática  para o 
uso de processo gaussiano como modelo para um grande número de 
fenômenos físicos.
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Propriedades de um processo gaussiano:

1. Se um processo gaussiano X(t) é aplicado na entrada de um filtro linear 
estável, então o processo aleatório Y(t) na saída é também gaussiano.

Dem.:

onde T é o tempo de observação da entrada X(t).

Assumimos que h(t) é tal que o valor quadrático médio de Y(t) é finito para 
0 ≤ t < ∞.

Para demonstrar que Y(t) é gaussiana basta mostrar que que qualquer 
funcional linear dela é uma variável aleatória gaussiana.

h(t) ⇔ H(f)
X(t) Y(t)

( ) ( ) ( ) ∞<≤τττ−= ∫ tdXthtY
T

0                   
0



DECOM-FEEC-UNICAMPEE-881 – Princípios de Comunicações I

Define-se então a v.a.:

Assim, Z deve ser uma v.a. gaussiana para toda função gY(t), tal que o valor 
quadrático médio de Z seja finito. Fazendo:

obtemos:

Como X(t) é um processo gaussiano, então Z deve ser uma v.a. gaussiana  ⇒
Y(t) é também um processo gaussiano.

QED

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ τττ−==
∞∞ T

YY dtdXthtgdttYtgZ
000

( ) ( ) ( )∫
∞

τ−=τ
0

dtthtgg Y

( ) ( )∫=
T

dttXtgZ
0
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2. Seja um conjunto de variáveis aleatórias ou amostras X(t1), X(t2), ..., X(tn) de 
um processo gaussiano X(t), então estas variáveis aleatórias são 
conjuntamente gaussianas, com a função densidade de probabilidade 
conjunta sendo completamente especificada pelos conjunto das médias e de 
funções de autocorrelação:

3. Se um processo gaussiano é WSS, então o processo também é estacionário 
no sentido estrito.

4. Se o conjunto de variáveis aleatórias ou amostras X(t1), X(t2), ..., X(tn) de um 
processo gaussiano X(t), são incorrelatas, isto é,

então estas v.a. são estatisticamente independentes.

( ) ( )[ ]itX tXEm i =

( ) ( ) ( )[ ]ikikX tXtXEttR =−

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ] k itimtXtmtXE XikXk ≠=−−            0



DECOM-FEEC-UNICAMPEE-881 – Princípios de Comunicações I

14. Processo Aleatório de Faixa Estreita

Receptor  ⇒ filtragem de faixa estreita para restringir o ruído.

Sinal na saída do filtro de faixa estreita: função amostra de um processo 
aleatório de faixa estreita.

Forma canônica de representação do processo aleatório de faixa estreita X(t)
centrado em uma freqüência fc: 

XI(t) e XQ(t) = componentes em fase e quadratura de X(t), respectivamente.

filtro

ruído

sinal

ffc

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftXtftXtX cQcI π+π= 2sen2cos
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Obtenção de XI(t) e XQ(t) (a menos de um fator de escala):

cos(α) = [exp(jα) + exp(jα)]/2

sen (α) = [exp(jα) - exp(jα)]/2j

f0f2fc0-2fc

filtro

passa-baixas

cos(2πfct)

X1(t)

X (t)

XI(t)/2

filtro

passa-baixas

sen(2πfct)

X2(t) -XQ(t)/2ffc-fc
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Suponha que o processo aleatório de faixa estreita X(t) tenha as seguintes 
características:

1) a densidade espectral de potência de X(t) satisfaz a condição:

SX(f) = 0 para | f | ≤ fc – W e   | f | ≥ fc + W

2) o processo X(t) é gaussiano com média zero e variância  σX , a 
característica de média zero é uma conseqüência direta do fato de 
X(t) ser de faixa estreita. 

2

ffc-fc

SX(f)

2W
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Propriedades dos processos aleatórios XI(t) e XQ(t):

1) A componente em fase XI(t) e a componente em quadratura XQ(t) de 
um processo aleatório X(t) são ambas processos aleatórios de faixa 
estreita.

2) A componente em fase XI(t) e a componente em quadratura XQ(t) de 
um processo aleatório X(t) possuem densidades espectrais de 
potência relacionada com a de X(t) como se segue:

( ) ( )
( ) ( )





 <<++−

==
fora                                            0

-            WfWffSffS
fSfS

cXcX
XX QI
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Prova:

Podemos extrair XI(t) e XQ(t) de X(t) como se segue:

Obtém-se X1(t) = X(t)cos(2πfct)

X2(t) = X(t)sen(2πfct)

onde as fases das duas portadoras senoidais foram feitas iguais a zero por 
conveniência.

filtro

passa-baixas

cos(2πfct)

X1(t)

X (t)

XI(t)/2

filtro

passa-baixas

sen(2πfct)

X2(t) -XQ(t)/2
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X1(t) é filtrado por um FPB de faixa igual a W, resultando em XI(f)/2.

X2(t) é filtrado por um FPB de faixa igual a W, resultando em  XQ(f)/2.

A densidade espectral de potência do processo modulado X1(t) é relacionada 
com a do processo aleatório de faixa estreita X(t) como se segue:

A parte de  que cai dentro da faixa de passagem do FPB no caminho superior 
da figura define a densidade espectral de potência de X(t)/2.

( ) ( ) ( )[ ]cXcXX ffSffSfS ++−=
4
1

1
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Assim, pode-se expressar a densidade espectral de potência da componente 
em fase como:

Usando o mesmo argumento desenvolvido acima podemos obter a densidade 
espectral de potência da componente em quadratura:

QED

( )
( ) ( )





 <<++−

=
fora                                            0

-            WfWffSffS
fS

cXcX
XI

( )
( ) ( )





 <<++−

=
fora                                            0

-            WfWffSffS
fS

cXcX
XQ
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3) A componente em fase XI(t) e a componente em quadratura XQ(t)
possuem a mesma média e a mesma variância do processo aleatório 
X(t) de faixa estreita.

Prova:

E[X(t)] = 0  ⇒ E[X1(t)] = 0 e E[X2(t)] = 0  ⇒ E[XI(t)] = 0 e E[XQ(t)] = 0 (versões 
filtradas de X1(t) e X2(t)).

Como E[X(t)] = 0 ⇒ variância de X(t) = valor quadrático médio.

Como E[XI(t)] = E[XQ(t)] = 0 ⇒ variância = valor quadrático médio = área total 
sob a curva do espectro de potência:

onde é a variância do processo X(t) de faixa estreita de média zero.

( ) ( )[ ] ( ) ( ) 222
X

Wf

Wf
cX

Wf

Wf
cX

W

W
cXcXXX

c

c

c

cQI
dfffSdfffSdfffSffS σ=++−=++−=σ=σ ∫∫∫

+

−

+

−−

2
Xσ
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Se o processo aleatório de faixa estreita X(t) é gaussiano ⇒ XI(t) e XQ(t) são
incorrelatas e gaussianas ⇒ XI(t) e XQ(t) são estatisticamente independentes.

Seja Y e Z variáveis aleatórias obtidas observando os processos aleatórios 
gaussianos  XI(t) e XQ(t) em um tempo fixo t.

As funções densidade de probabilidade destas variáveis aleatórias com média 
zero e variância são: 

onde Y e Z são variáveis aleatórias estatisticamente independentes.

( )

( )












σ

−
σπ

=













σ

−
σπ

=

2

2

2

2

2
exp

2
1

2
exp

2
1

XX
Z

XX
Y

zzf

yyf

2
Xσ
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Então, a função densidade de probabilidade conjunta de Y e Z é dada por:

Outra importante implicação destas propriedades é que podemos construir um 
processo gaussiano de faixa estreita X(t) por meio do seguinte esquema:

( ) ( ) ( ) ( )
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Processos gaussiano passa-baixas XI(t) e XQ(t) gerados por duas fontes 
independentes.

XI(t) e XQ(t) possuem média zero e mesma variância do processo X(t).

Os processos XI(t) e XQ(t) são modulados individualmente por um par de 
portadoras senoidais em fase e em quadratura.

Os processos modulados resultantes são então somados para produzir o 
processo gaussiano de faixa estreita X(t) .



DECOM-FEEC-UNICAMPEE-881 – Princípios de Comunicações I

Exemplo: Processo ruidoso gaussiano branco

Densidade espectral de potência = cte

Qualquer duas amostras são estatisticamente independentes.

Suposição: média = 0 e densidade espectral de potência = N0/2.

Processo ruidoso é filtrado por um filtro ideal de faixa estreita resultando em um
processo gaussiano de faixa estreita com média = 0 e densidade espectral de 
potência:

f

N0/2

SX(f)

f

N0/2

SX(f)

fc-fc

2W
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Características estatísticas das componentes em fase e em quadratura de X(t):

Seguindo o procedimento dado na propriedade 2 obtemos o espectro de 
potência da componente em fase XI(t) e da componente em quadratura XQ(t):

Assim, as variâncias dos processos X(t), XI(t) e XQ(t) são idênticas e dadas por:

As médias dos processos X(t), XI(t) e XQ(t) são idênticas e iguais a zero.

f
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0-W W

WNX 0
2 2=σ



DECOM-FEEC-UNICAMPEE-881 – Princípios de Comunicações I

Então, as funções densidade de probabilidade das variáveis aleatórias Y e Z
obtidas pela observação de XI(t) e XQ(t) , respectivamente, em um tempo fixo 
são dadas por:
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15. ENVOLTÓRIA E FASE DO PROCESSO ALEATÓRIO DE FAIXA 
ESTREITA

Processo aleatório de faixa estreita X(t) pode ser representado pelas suas 
componentes de envoltória e fase, isto é,

onde A(t) é a envoltória e Φ(t) é a fase.

Relação com as componentes em fase XI(t) e em quadratura XQ(t) do processo 
X(t):

( ) ( ) ( )[ ]ttftAtX c Φ+π= 2cos
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Seja R e Ψ variáveis aleatórias obtidas observando os processos aleatórios 
A(t) e Φ(t) , respectivamente, em um tempo fixo.

Seja Y e Z variáveis aleatórias obtidas pela observação de XI(t) e XQ(t) , 
respectivamente, no mesmo tempo acima.

Relação entre as funções densidade de probabilidade de R e Ψ com as 
funções densidade de probabilidade de Y e Z :

Função densidade de probabilidade conjunta de Y e Z :

( ) ( ) ( ) ( )
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A probabilidade conjunta da variável aleatória Y estar entre y e y+dy e da 
variável aleatória Z estar entre z e z+dz é dada por:

dz
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Observando a figura abaixo, temos que:

y = r cos(ψ)

e

z = r sen(ψ)

r e ψ são valores amostras das variáveis aleatórias R e Ψ, respectivamente.

No caso limite, temos:

dydz = r drdψ

dr
r

ψ

dψ

rdψ

z

y
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Então, a probabilidade das variáveis aleatórias R e Ψ estarem dentro da área da 
figura anterior é dada por:

ou seja, a função densidade de probabilidade conjunta de R e Ψ é dada por:

Esta função densidade de probabilidade é independente de ψ ⇒ as variáveis 
aleatórias R e Ψ são estatisticamente independentes, portanto
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Em particular, temos:

Ψ é uniformemente distribuída:

Então, a função densidade de probabilidade de R fica:

A variável aleatória que possui a função densidade de probabilidade acima é
denominada de variável aleatória com distribuição Rayleigh.
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Para a conveniência na apresentação gráfica, fazemos;

Assim, a distribuição de Rayleigh no formato padrão fica:
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fV(v)

v321

0,2

0,4

0,6

0,8

O pico da distribuição de Rayleigh fV(v) ocorre para v = 1 e é igual a 0,607.

Note que a distribuição de Rayleigh é zero para valores negativos de v, pois a 
função envoltória só pode assumir valores positivos.


