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(a) Mostre que a fungdo caracteristica de uma
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Magazine, volume 4, outubro de 1987. Essa edigdo especifica também contém artigos de
W. A. Gardner e A. M. Yaglom, os quais desenvolvem o trabalho original de Einstein.

. Para mais detalhes a respeito da estimagdo do espectro de poténcia, ver Box e Jenkins

(1986), Marple (1987) e Kay (1988).

Para um tratamento detalhado do ruido elétrico, ver Van der Ziel (1970) e a colegdo de
artigos editados por Gupta (1977).

Um tratamento introdutério do ruido impulsivo € apresentado em Helstrom (1990).

O ruido térmico foi estudado pela primeira vez experimentalmente por J. B. Johnson em

1928, e por isso ele € as vezes chamado de “ruido de Johnson”. Os experimentos de John-
son foram confirmados teoricamente por Nyquist (1928).

A presenca de ruido em um receptor pode também ser medida em termos da chamada

Jfigura de ruido. A relagdo entre a figura de ruido e temperatura de ruido equivalente pode

ser encontrada em Haykin e Moher (2005).

A discussao de técnicas tento analiticas quanto estatisticas de caracterizac@o da propaga-
¢ao pode ser encontrada em Parsons (1992).

A caracterizagdo estatistica de sistemas de comunicagio apresentada neste livro se resume
aos dois primeiros momentos; média e a fungdo de autocorrelagio (de maneira equivalente,
fungdo de autocovariancia) do processo aleatério pertinente. Entretanto, quando um proces-
so aleat6rio € transmitido através de um sistema néo linear, informagdes valiosas estardo
contidas em momentos de ordem mais elevada do processo de saida resultante. Os parame-
tros utilizados para caracterizar momentos de ordem mais elevada no dominio do tempo sao
chamados de cumulantes; suas transformadas de Fourier multidimensionais sio chamadas
de poliespectros. Para uma discussio de cumulantes e poliespectros de ordem mais elevada
e sua estimagéo, ver os artigos de Brillinger (1965) e Nikias e Raghuveer (1987).

Problemas
5.1

varidvel aleatdria gaussiana X de média p, e

variancia o2 é

bx(v) = exp (jopy — 0203

Figura P5.2

(b) Utilizando o resultado da parte (a), mostre

que o n-€simo momento central dessa varia-

vel aleatéria gaussiana é ridvel aleatéria Y € descrita por

A funcdo densidade de probabilidade da nova va-

X3X5...(n—1)o" 0, y<O0
portadora senoidal. Para ElIX — uy)") = { (1) o T N pz:: Z F;r -
nks (1969), pp. 204-214, P P ko (y), y=0
fY (y) = 1 y2
! 5.2 Uma varidvel aleatéria X com distribuicdo — —exp (‘ —2> y>0
e bononb e " gaussiana de média zero e variancia ¢% € trans- ox 2ax
eratura como as relagdes formada por um retificador linear por partes ca- o T
feito por Norbert Wiener (a) Explique as razdes fisicas para a forma fun-

racterizado pela relagdo entrada-saida (ver Figura

sor Albert Einstein sobre cional desse resultado.

P5.1):

lade Suica de Fisica, em
n¢do de autocorrelagdo e
i antes de Wiener e Khin-
roduzida na IEEE ASSP

X=0

a fung@o d(y).
X<0.

X,
r-{a

(b) Determine o valor da constante k que pondera

5.3 Um sinal bindrio que tem valores *1 é de-
tectado na presenca de ruido gaussiano branco adi-
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5.4 Considere um processo aleatorio X(r) defini-

do por

X(r) = sen(2mnft)

em que a frequéncia f € uma varidvel aleatoria
uniformemente distribuida ao longo do intervalo
(0,W). Mostre que X(r) € ndo estacionario. Dica:
Examine as fun¢des amostrais especificas do pro-

cesso aleatério X(f) para a frequéncia, digamos, f

= W4, Wi2e W.

5.5 Para um processo aleatério complexo Z(1),
definamos a fun¢ao de autocorrelagao como

Rz(t) =E[Z*()Z(t + 1)
em que * representa a conjugagao complexa. Deri-
ve as propriedades dessa autocorrelagdo complexa
correspondentes as Eqgs. (5.64), (5.65) e (5.67).

5.6 Para o processo aleatério complexo Z(1) =
Z(t) + jZ,(1) em que Z(1) e Z,(1) 520 processos

aleatorios de valor real dados por

Z;(t) = A cos(2nfit + 0y)

Zo(t) = A cos(2nfot + 0>)

em que 0, e 0, sdo uniformemente distribuidos ao

longo de [—m,r]. Qual € a autocorrelacao de Z(1)?
Supondo f, = £,? Supondo 8, = 0, = 0?

5.7 Sejam X e Y varidveis aleatorias com distri-
buicdo gaussiana e independentes, cada uma com
média zero e variancia unitaria. Definamos o pro

Cesso gaussiano

Z(t) = X cos(2nt) + Y sen(2mt)

(a) Determine a fun¢ido densidade de probabili

dade conjunta das varidveis aleatorias Z(1,) e

Z(t.) obtidas observando-se Z(f) nos tempos f
e 1,, respectivamente

(b) O processo Z(1) é estaciondrio? Por qué?

5.8 Prove as seguintes duas propriedades da fur

cio de autocorrelacao R,(7) de um processo aleat

ro X(7

ante 1gua
(b) Se X(#) contiver uma componente senoidal,
entdo R,(t) também contera uma componente

senoidal de mesma frequéncia.

wn

.9 A onda quadrada x(r) da Figura P5.9 de am-
plitude constante A, periodo T e atraso 7, represen-
ta a fungdo amostral de um processo aleatorio X(r).
O atraso € aleatério, descrito pela fung¢do densidade

de probabilidade

| 1
3 To=1,= 5 Ty
fr,(tg) =< To < <
0 caso contrario

Figura P5.9

(a) Determine a funcio densidade de probabilida-
de da varidvel aleatéria X(z,) obtida observan-
do-se o processo aleatorio X(7) no tempo ,.

(b) Determine a média e a funcio de autocorrela-

¢do de X(¢) utilizando mgdia de conjunto.

(¢) Determine a média e a fungao de autocorrela-
¢do de X(7) utilizando média temporal.
(d) Estabeleca se X(f) é ou ndo estaciondrio no sen-

tido amplo. Em que sentido ele € ergodico?

5.10 Uma onda binaria consiste em uma sequencia

aleatoria de simbolos 1 e 0, similar a descrita no

Exemplo 5.8, com uma diferenga basica: o simbolo
| agora é representado por um pulso de amplitu
de A volts e o simbolo 0 € representado por zero
volts. Todos 0s outros parimetros sao 0s Mesmos
que antes Mostre que para essa nova on 1a binarid

aleatoria X(1):

(a) A func¢ao de autocorrelacac

[ .*\" ' A : [.
1 1
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(b) A densidade espectral de poténcia €

smﬂ=§&ﬂ+§?mﬁun

Qual € a poténcia percentual contida na com-
ponente dc da onda binéria?

5.11 Um processo aleatério Y(#) consiste em uma
componente dc de \/3/—2 volts, uma componente
periddica g(f) e uma componente aleatéria X(z). A
funcdo de autocorrelagdo de Y(f) € mostrada na Fi-
gura P5.11.

(a) Qual € a poténcia média da componente pe-
riédica g()?

(b) Qual € a poténcia média da componente alea-
téria X(7)?

Figura P5.11

5.12 Considere um par de processos aleatdrios X(7)
e Y(1) estaciondrios no sentido amplo. Mostre que
as correlacdes cruzadas R, (1) € Ry,(t) desses pro-
cessos tém as seguintes propriedades:

(@) Rxy(t) =Ryx(—7)
() |Rxy(7)| = 3[Rx(0) + Ry(0)]

5.13 Considere dois filtros lineares conectados em
cascata como na Figura P5.13. Seja X(#) um pro-
cesso estaciondrio no sentido amplo com fungao
de autocorrelacdo R,(t). O processo aleatorio que
aparece na saida do primeiro filtro € V() e o que
aparece na saida do segundo filtro € Y(z).

(a) Encontre a fun¢do de autocorrelagao de Y(7).

(b) Encontre a fungdo de correlagdo cruzada en-
tre R,(t) de V() e Y(?).

V(e
X(!) hl(t) hz(t) Y(T)

Figura P5.13

5.14 Um processo aleatério X(f) estaciondrio no
sentido amplo € aplicado a um filtro linear inva-
riante no tempo de resposta ao impulso A(t), produ-
zindo uma saida Y(7).

(a) Mostre que a fungdo de correlacdo cruzada
Ry, (t) da saida Y(¢) e da entrada X(z) € igual
a resposta ao impulso A(t) convolvida com
a fungdo de autocorrelacdo R,(7) da entrada,
como mostrada por

o0

Ryx(t) = J h(u)Rx(t — u) du
—0Q0

Mostre que a segunda fungdo de correlagio

cruzada R,,(t) € igual a

Rar(9)= |

00

h( —u)Rx(t — u) du

—a0

(b) Encontre as densidades espectrais cruzadas
Sx(f)e Sxy(f)

(¢) Assumindo que X() seja um processo de rui-
do branco com média zero e densidade espec-
tral de poténcia Ny/2, mostre que

No

Ryx(‘f) = —2'“ h(’[)

Comente a importancia prética desse resultado.

5.15 A densidade espectral de poténcia de um pro-
cesso aleat6rio X(7) é mostrada na Figura P5.15.

(a) Determine e esboce a fungao dé autocorrela-
cdo R(1) de X(¢).

(b) Qual € a poténcia dc contida em X(#)?

(c) Qual € a poténcia ac contida em X(#)?

(d) Que taxas de amostragem produzirdo amos-
tras descorrelacionadas de X(¢)? As amostras
sdo estatisticamente independentes?

Sx(f)

—fo 0 fo

Figura P5.15

5.16 Um par de processos de ruido n,(#) € n,(f) sdo
relacionados por

ny(t) = ny(t) cos(2nf.t + 0) — ny(t)sen(2nf.t + 0)
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O processo de ruido n,(r) € estaciondrio e sua densi-
dade espectral de poténcia € como mostrado na Fi-
gura P5.16. Encontre e plote a densidade espectral
de poténcia correspondente de n,(7).

Figura P5.16

5.17 Um sinal telegrdfico aleatorio X(t), caracteri-
zado pela fungao de autocorrelacao

Ry (1) = exp( — 2v|t|)
em que v € uma constante, € aplicado ao filtro pas-
sa-baixas RC da Figura P5.17. Determine a densi
dade espectral de poténcia e a fun¢do de autocorre
lagdo do processo aleatdrio na saida do filtro.

Entrada Saida

s D

Figura P5.17

5.18 A saida de um oscilador € descrita por

X(t) = A cos (2nft — ©),

em que A ¢ uma constante, e f'e ® sdo varidveis

aleatorias independentes. A fungao densidade de

probabilidade de ® € definida por

fo(0) 21’

0, caso contrario

%

Encontre a densidade espectral de poténcia de X
em termos da funcao densidade de probabilidade

da frequencia f. O que acontece a essa densidad

espectral de poténcia quando a frequéncia f assum

Determine a funcao densidade
lidade de uma variavel aleatoria obtida observan

do-se o processo X(r) em algum tempo ¢

5.20 Um processo gaussiano de média zero e va
ridncia ¢% € passado através de um retificador de
onda completa, que € descrito pela relagao entra-
da-saida da Figura P5.20. Mostre que a fungdo den-
sidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria
Y(t,). obtida observando-se o processo aleatorio Y(1)

na saida do retificador no tempo 7,. € como se segue

J 2 1 ( ¥ ) (
—expl=== s y=0
Forr (57 = \ T Ox \ 20%/

N ;
N\

Figura P5.20

5.21 Seja X(1) um processo de valor médio zero,
estaciondrio e gaussiano, com fun¢ao de autocor-
relagio R (7). Esse processo € aplicado a um dis-
positivo de lei quadratica, definida pela relacido

3 q
entrada-saida

em que Y(7) € a saida.

(a) Mostre que a média de Y(r) € R(0)

(b) Mostre que a funcdo de autocovarianc

Y(t) é 2R% (1)
5.22 Um processo estacionario gaussiano A
média [, e variancia oy € passado por dois fi

lineares com respostas ao impulso /(1

duzindo processos Y(t) e Z(1)

I
Figura P5.22.

(a) Determine a fun¢do densidad

lade conjunta das variaveis

garantir qug
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Figura P5.22

5.23 Um processo estaciondrio gaussiano com mé-
dia zero e densidade espectral de poténcia S,(f) é
aplicado a um filtro linear cuja resposta ao impulso
k(1) € mostrada na Figura P5.23. Uma amostra Y é
tomada do processo aleatério na saida do filtro no
tempo 7.

(a) Determine a média e a variancia de Y.

(b) Qual € a fungio densidade de probabilidade
de 1? ‘

h(r)

1
T

0 T
Figura P5.23

5.24 Considere um processo de ruido branco gaus-
siano de média zero e densidade espectral de potén-
cia Ny/2 que seja aplicado a entrada do filtro passa-
-altas RL mostrado na Figura P5.24.

(a) Encontre a fun¢do de autocorrelagio e a dep-
sidade espectral de poténcia do processo alea-
tério na saida do filtro.

(b) Quais sdo a média e a variancia dessa saida?

R

Entrada L Saida

Figura P5.24

3.25 Um ruido branco w(r) de densidade espectral
de poténcia N,/2 € aplicado a um filtro passa-baixas
de Butterworth de ordem n, cuja resposta em mag-
nitude € definida por

H(f) = 1

[+ (f/fo)™)"

(a) Determine a largura de banda equivalente de
ruido para esse filtro passa-baixas.
(b) Qual € o valor limitador da largura de banda

equivalente de ruido quando n se aproxima do
infinito?

5.26 O processo de ruido impulsivo X(f) definido
pela Eq. (5.114) € estaciondrio. Por qué?

5.27 Um ruido branco gaussiano de média zero e
densidade espectral de poténcia N/2 é aplicado ao
esquema de filtragem mostrado na Figura P5.27.
O ruido na saida do filtro passa-baixas € denotado

por n(z).
(a) Encontre a densidade espectral de poténcia e
a fungéo de autocorrelagio de n().
(b) Encontre a média e a variancia de n(?).

(¢) Qual € a taxa em que n(f) pode ser amostrado
de modo que as amostras resultantes sejam
essencialmente descorrelacionadas?

Filtro
passa-faixa
Hy(f)

Filtro
passa-baixas
Hy(f)

Ruido

branco Saida

n(r)

cos (2mf,1)
(a)

[H(]
1,0

P

J f
A < R M
2B 2B
(b)

Figura P5.27

5.28 Seja X(f) um processo estaciondrio com mé-
dia zero, fungdo de autocorrelagdo R,() e densida-
de espectral de poténcia S,(f). Somos solicitados a
encontrar um filtro linear com resposta ao impulso
h(?), tal que a saida do filtro seja X(¢) quando a en-
trada € um ruido branco de média zero de densida-
de espectral de poténcia Ny/2.

(a) Determine a condigdo que a resposta ao im-
pulso k(t) deve satisfazer a fim de atingir essa
exigéncia.

(b) Qual € a condic@o correspondente sobre a
func@o de transferéncia H( f) do filtro?

(¢) Utilizando o critério de Paley-Wiener (ver
Segdo 2.7), encontre a exigéncia sobre S,(f)
para que esse filtro seja causal.
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5.29 A densidade espectral de poténcia de um rui
do de banda estreita n(f) € como mostrada na Figu
ra P5.29. A frequéncia de portadora € 5 Hz.

(a) Encontre as densidades espectrais de poténcia
das componentes em fase e em quadratura de
n(t).

(b) Encontre as suas densidades espectrais cruza-
das.

5.30 Considere um ruido gaussiano n(t) com me-
dia zero e densidade espectral de poténcia S,(f)
mostrado na Figura P5.30.

(a) Encontre a fungio densidade de probabilida-
de da envoltdria de n(r).

(b) Quais sdo a média e a variancia dessa envolto-
ria?

5.31 No analisador de ruido da Figura 5.25a, 0s

filtros passa-baixas sdo ideais com uma largura de

banda igual 2 metade da do ruido de banda estreita

n(r) aplicado a entrada. Utilizando esse esquema,

obtenha os seguintes resultados:

(a) A Equacdo (5.136), que define as densidades
espectrais de poténcia da componente do ru-
ido em fase n,(t) e da componente do ruido
em quadratura n,(f) em termos da densidade
espectral de poténcia de n(r).

(b) A Equagdo (5.137), que define as densidade
espectrais cruzadas de n (1) e n,(1).

f(Hz

Figura P5.29

Figura P5.30

5.32 Assumamos que o ruido de banda estreit:
seja gaussiano e sua densidade espectral de poten
cia S,(f) seja simétrica em relagao a frequencia
de banda média f.. Mostre que as componentes em
fase e em quadratura de n(7) sao estatisticamente

independentes.

5.33

(a) Um transmissor na posi¢ao x = 0 emite o Si-
nal A cos(2nf.t). O sinal viaja a velocidade da
luz de modo que o sinal em um ponto sobre o

eixo x € dado por
r(t,x) = A(x)cos [ZH/‘[ (1 = iﬂ

Se o receptor comegar na posi¢ao x, € s€ mo-
ver a velocidade v ao longo do eixo x, que des-
vio Doppler na frequéncia f,, serd observado?

(b) As frequéncias do desvio Doppler dos cami
nhos refletidos na Eq. (5.173) sao proporcio
nais ao angulo de radiagdo relativo a direcao
de movimento, ou seja

fa=Ipcosy,

em que f;, € o desvio Doppler maximo. Se o
angulo multipercurso Y, for uniformemen-
te distribuido ao longo de [—m,m], calcule
E[exp(j2nf,t)]. Utilize esse resultado para
provar a Eq. (5.174).

5.34 A funcdo de Bessel modificada de primeira
espécie e de ordem zero € definida por

1 27
lh(x) = o

exp(xcos ) dy

JO

Utilizando essa férmula, mostre que a distribui¢ao
marginal f,(r) derivada da distribuigao conjunta da
Eq. (5.160) € definida por

P ol (7 17 | ;\“‘)] (,\,‘.
) = Sexp (- 1o 55

ag \ 4

Consequentemente, derive a distribui¢ao de Rician

normalizada

V2 + a?)

,7&‘(17):(>cxp< . )/(,ﬁut":

g

que € utilizada para plotar as curvas da Figura
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Problemas computacionais

5.35 Para demonstrar o teorema do limite central,
utilize o Matlab para computar 20.000 amostras de
Z=%,_Xn em que X, € uma varidvel aleatoria
uniformemente distribuida ao longo de [—1, +1].
Estime a funcio densidade de probabilidade corres-
pondente formando um histograma com os resul-
tados. Compare esse histograma (escalonado para
grea unitdria) com a funcio densidade gaussiana
que tenha a mesma média e variancia. Qual € o erro
relativo entre as duas fungdes densidade em Oo, 1o,
20, 30 e 407

5.36 Um processo de ruido gaussiano de banda
estreita € amostrado a frequéncia de Nyquist. As
amostras da envoltéria complexa desse processo
sao dadas por

sk ok sk
n"=n; +jng

em que {nf} e {n,} sdo varidveis aleatdrias gaus-
sianas, brancas e independentes com variancia
¢” = 1. Essas amostras sdo processadas pelo filtro
de tempo discreto

5/1(+l :aj\]k + ’f;lk

utilizando o seguinte script em Matlab

a=0.8;
sigma = 1;
K = 1000;

n = sigma * randn(K,1) + j * sigma * randn(K, 1);
y = filter(1, [1 —al, n);

(a) Quais sdo a média e a variancia da saida?
Quais sido os valores teoricos?

(b) A saida € gaussiana? Justifique sua resposta a
partir das simulacdes e teoricamente. (Dica:
utilize a funcdo hist no Matlab).

(¢) Qual € a funcdo de autocorrelagdo de tempo
discreto da saida do filtro? Calcule teorica-
mente e utilizando uma média temporal da
saida do filtro. Plote o ultimo resultado.





